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Unser Erstaunen. — Es liegt ein tiefes und grindliches Gluck darin, dass die Ws-
senschaft Dinge ermittelt, die Stand halten und die immer wieder den Grund zu neuen
Ermittelungen abgeben: — es konnte ja anders sein! Ja, wir sind so sehr von all der Un-
sicherheit und Phantasterei unserer Urtheile und von dem ewigen Wandel aller menschli-
chen Gesetze und Begriffe Uberzeugt, dass es uns eigentlich ein Erstaunen macht, wie sehr
die Ergebnisse der Wissenschaft Stand halten! Fr tiher wusste man Nichts von dieser Wan-
delbarkeit alles Menschlichen, die Stte der Sttlichkeit hielt den Glauben aufrecht, dass
das ganze innere Leben des Menschen mit ewigen Klammern an die eherne Nothwendig-
keit geheftet sai: vielleicht empfand man damals eine &hnliche Wollust des Erstaunens,
wenn man sich Marchen und Feengeschichten erzahlen liess. Das Wunderbare that jenen
Menschen so wohl, die der Regel und der Ewigkeit mitunter wohl miide werden mochten.
Einmal den Boden verlieren! Schweben! Irren! Toll sein! —das gehorte zum Paradiesund
zur Schwelgerel friherer Zeiten: wahrend unsere Glickseligkeit der des Schiffbrichigen
gleicht, der an’s Land gestiegen ist und mit beiden Fussen sich auf die alte feste Erde
stellt — staunend, dass sie nicht schwankt [1].

Friedrich Nietzsche
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Einleitung

Die Verallgemeinerung und Zusammenfiihrung theoretischer Konzepte und Methoden,
sowohl inhaltlich als auch formal, stellt eine Herausforderung in allen Bereichen der Na-
turwissenschaften dar, in denen theoretische Entwicklungsarbeiten angestrengt werden.
Es gibt gute Griinde, dies auch auf dem Gebiet der relativistischen Behandlung quan-
tentheoretischer Vielteilchensysteme weiterzufiihren, zumal sich dort in einer Vielzahl
von Studien gezeigt hat, dafl die Beriicksichtigung relativistischer Effekte in elektroni-
schen Strukturrechnungen sehr hdufig unerldBlich ist [2, 3, 4]. Einerseits fiihrt der Ein-
bezug der speziellen Relativititstheorie auf direktem Wege zu teilweise erheblichen ki-
nematischen Korrekturen in den Energieerwartungswerten, andererseits indirekt durch
Ansatz spinabhiingiger Hamiltonoperatoren und mehrkomponentiger Wellenfunktionen
zu nicht zu vernachlidssigenden Spin—Bahn-Effekten. Desweiteren sind aus der Praxis
der relativistischen Molekiilberechnungen etliche Systeme oder gar Systemgruppen be-
kannt, deren Eigenschaften sich unter Verwendung der bisher iiblichen Verfahren teils
nur mit groem Aufwand, teils tiberhaupt nicht befriedigend berechnen lassen; somit sind
auch zuverldssige Voraussagen — der eigentliche Zweck jeder theoretischen Arbeit —
fiir unbekannte Eigenschaften solcherlei Systeme mit derartigen Methoden unmdglich.
Neben dem grundsitzlichen Bestreben, Methoden zu verallgemeinern und damit ihren
Anwendungsbereich entscheidend zu vergrofiern, spielen die angesprochenen konkreten
Problemstellungen eine nicht unwesentliche Rolle, eine solche Arbeit zu motivieren. Das
Dipolmoment im Grundzustand des Bleioxidmolekiils, um nur ein Beispiel zu nennen,
ist wiederholt mittels verschiedener spinfreier wie auch spinabhingiger Ansitze berech-
net worden [5, 6, 7], und die Resultate sind widerspriichlich. So fiihrt der Einbezug der
elektronischen Spin—-Bahn—Wechselwirkung zu einer Verschlechterung des theoretischen
Dipolmomentes verglichen mit dem experimentellen Wert. Die Ergebnisse an diesem und
anderen Systemen legen es nahe, daB Elektronenkorrelation und spinabhéngige Einfliisse
auf die Wellenfunktion in ausgewogener Weise und auf gleichem technischem Niveau
beriicksichtigt werden miissen.

Eine konzeptionell allgemeine Methode zur Berechnung der Elektronenkorrelation
insbesondere in Molekiilen, aber auch Atomen, ist das Multiconfiguration—Self—Consistent—
Field (MCSCF)-Verfahren (Ubersicht in [8] und [9]), das zunichst als Erweiterung des
Hartree—Fock—SCF-Verfahrens konzipiert wurde [10]. Das moderne MCSCEF beruht hin-
gegen auf der Minimierung des elektronischen Energiefunktionals im Konfigurations—
und Orbital— bzw. Spinorraum. Die Optimierung eines Parametersatzes im Fockraum al-
lein ist schon ein wenig édlter [11, 12, 13], und es gibt bereits seit den friihen fiinfziger
Jahren rechnergestiitzte Verfahren [14]. Neuere Implementierungen dieser Konfigurati-



onswechselwirkungsverfahren (CI), die auch den Elektronenspin und dessen Kopplung
an den elektronischen Bahndrehimpuls beriicksichtigen, sind in relativistisch zwei— wie
auch vierkomponentiger Form verfiigbar (z.B. [15, 16, 17, 18]). Die Variation im Spinor-
raum ist jedoch bisher nicht durchfiihrbar gewesen.

Ein richtungsweisender Ansatz diesbeziiglich wurde im Jahre 1995 von Jensen et al.
prasentiert [19], der aber ein gewisses Mall an Abstraktheit und bzgl. der Spinoropti-
mierung noch keine programmierbaren Formeln beinhaltet. In der vorliegenden Arbeit
werden sowohl die theoretische Konzeption und der volle Formalismus der Spinoropti-
mierung im Rahmen einer relativistisch zweikomponentigen Theorie, wie auch Aspekte
der Implementierung und Programmierung vorgestellt. Diese Arbeiten sind bereits zum
Teil in einer Veroffentlichung zu finden [20]. Es wird weiterhin ein neues direktes spi-
nabhingiges CI-Programm vorgestellt, das aufgrund der hohen Effizienz seiner Algorith-
men die Moglichkeit erdffnet, auf spinabhingigem Niveau Eigenschaften von mehrato-
migen Molekiilen, insbesondere solchen mit schweren Atomen und mehr als 100 Elek-
tronen zu berechnen. Die spingemittelten Programmcodes, auf denen dieses neue System
beruht, haben sich bereits imstande gezeigt, CI-Matrixeigenwertprobleme von Dimensio-
nen iiber einer Milliarde zu behandeln [21]. Das neue Programm bietet dariiberhinaus eine
alternative Option zur Erfassung der Relaxation der molekularen Spinoren mit Hilfe des
Generalized—Active—Space (GAS)-Konzeptes, das prinzipiell die MCSCF-Optimierung
voll ersetzen kann, dabei aber mit hoherem technischem Aufwand verbunden ist. Die er-
sten Anwendungen des GAS—CI an Testsystemen sind vielversprechend und lassen hot-
fen, daB3 bereits hiermit einige groflere, sprich schwerere, Molekiile erfolgreich behandelt
werden konnen.
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Kapitel 1
Physikalische Betrachtung

... Demgemal3 soll dann sogar das Licht das mechanische Vibrieren oder gar Undulieren
eines imaginaren und zu diesem Zweck postulierten Athers sein, wel cher, wenn angelangt,
auf der Retina trommelt, wo dann z.B. 483 Billionen Trommelschlagein der Sekunde Rot
und 727 Billionen Violett geben usw.: die Farbeblinden waren dann wohl solche, welche
die Trommel schlage nicht zahlen kdnnen: nicht wahr? Dergleichen krasse, mechanische,
Demokritische, plumpe und wahrhaft knollige Theorien sind ganz der Leute wirdig, die
funfzig Jahre nach dem Erscheinen der Goetheschen Farbenlehre noch an Newtons ho-
mogene Lichter glauben und sich nicht schamen, es zu sagen [22] .

Arthur Schopenhauer

Das theoretische Fundament dieser Arbeit ist in den beiden grundlegendsten phy-
sikalischen Theoriegebiduden zu finden, der Quantentheorie und der Relativititstheorie.
Unter Beschrinkung auf Euklidische Geometrie ist deren Vereinigung gelungen, und
man nennt dieses Konstrukt heutzutage relativistische Quantenmechanik. Der Einbezug
der Gravitation und der damit verbundene Ubergang zur Riemannschen Geometrie ge-
kriimmter Rdume ist die vielleicht grofite Herausforderung der modernen theoretischen
Physik [23, 24]. Quantenmechanik und Relativitidtstheorie werden in einer Vielzahl von
Lehrbiichern behandelt, z.B. [25, 26, 27, 28], und sollen daher hier nicht weiter dargelegt
werden.

Diese Arbeit bedient sich der Grundlagen der relativistischen Quantenmechanik, die
im folgenden Kapitel bis zu einer gewissen Tiefe, die zum Verstidndnis der folgenden
Abschnitte erforderlich ist, besprochen werden sollen. In diesem Kapitel werden einige
prinzipielle Uberlegungen angestellt, die eine Abgrenzung der Arbeit aus theoretischer
Sicht ermdglichen und den Anwendungsbereich der vorgestellten Formalismen und Me-
thoden verdeutlichen sollen. Es mag tiberfliissig sein, in einer Arbeit aus dem Gebiet der
Quantenchemie auf physikalische Grundkrifte einzugehen. Der Vollstdndigkeit und eini-
ger subtiler Aspekte halber, die bei der theoretischen Konstruktion eine Rolle spielen, soll
jedoch auf diese Diskussion hier dennoch nicht verzichtet werden.

5



6 KAPITEL 1. PHYSIKALISCHE BETRACHTUNG

1.1 Grundkrafte

Die offensichtlichste Einschrinkung, die nahezu der gesamten Quantenchemie auferlegt
werden muB3, besteht in der Vernachlédssigung dreier der vier Grundwechselwirkungen der
Natur. Einige kurze Uberlegungen belegen, daB dieses allgemeine Vorgehen in der ,,Welt*
der Molekiile so schlecht nicht ist:

1. schwache Wechselwirkung
Die extrem kurzreichweitige (=~ 10~8m) schwache Kraft wirkt zwar (wie die Gra-
vitation auch) auf alle Teilchen, jedoch 146t sie sich meist nur dann experimentell
untersuchen, wenn gleichzeitig keine starke oder elektromagnetische Wechselwir-
kung — die in der Molekiilphysik dominierende Wechselwirkung — auftritt [29].
Ein auch theoretisch interessanter Punkt in diesem Zusammenhang ist das Pro-
blem der CP—Verletzung (C: charge, P: parity) bei manchen dieser Prozesse, die
die schwache Kraft involvieren, z.B. dem Zerfall des neutralen Kg—Mesons in zwel
geladene m—Mesonen [30]:

K 5 nt+n~

(,,2“ bezeichnet die negative Linearkombination der Teilchen— und Antiteilchen—
Wellenfunktion fiir K°.)! Hierauf soll im dritten Kapitel bei der Diskussion der
Bewegungsumkehr etwas nidher eingegangen werden. Matrixelemente von P— und
CP-verletzenden Wechselwirkungen sind in der Vergangenheit in atomaren und
molekularen Systemen untersucht worden [31, 32]. Allerdings werden fiir P-Verletzungen
nichtsinguldre Kernladungsverteilungen und fiir CP—Verletzungen ein Dipolmo-

ment des Elektrons angesetzt. Die Auswirkungen sind verhdltnisméfig klein und
werden in der weitaus iiberwiegenden Zahl quantenchemischer Berechnungen —

wie auch in dieser Arbeit — nicht in Betracht gezogen.

2. starke Wechselwirkung

Sie ist zwar die stirkste der vier Wechselwirkungen aber ebenso wie die schwache
Wechselwirkung sehr kurzreichweitig (=~ 10~19m) und wirkt auerdem nur auf Ha-
dronen bzw. deren konstituierende Quarks. In der Quantenchemie wird nicht nur
hiervon vollig abgesehen, was absolut gerechtfertigt ist, sondern zumeist auch den
Atomkernen — wie auch den Elektronen — keine rdumliche Ausdehnung zuge-
dacht, d.h. sie werden als Punktladungen betrachtet. Zu diesem Thema finden sich
weiter unter einige Anmerkungen.

3. Gravitation
Eine kleine Rechnung illustriert die Verhiltnisse: Berechnet man den Quotienten
der Gravitationskraft und der elektrostatischen Kraft zwischen einem Kern des
langstlebigen Eka—Iridiumisotops und einem Elektron, was den Abstand zwischen
den Teilchen unwichtig werden 148t, so ergibt sich aus

lKg hat unter CP—Operation die Quantenzahl —1, das System der beiden m—Mesonen jedoch +1.
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Fa.-Tke ~ —1.583-107J-m
Fo fge ~ —2.706-107>*J.m

8

ein Krifteverhiltnis von etwa 47 Zehnerpotenzen! Dies iibertrifft die bestmogliche
Rechnergenauigkeit um ca. 30 Zehnerpotenzen. Die Gravitationskraft in atomaren
oder molekularen Systemen ist so gering, daf} sie schon allein im numerischen Rau-
schen jeder Computerrechnung tief untergehen wiirde.

4. elektromagnetische Wechselwirkung
Sie stellt die zentrale physikalische Kraft simtlicher Arbeiten auf dem Gebiet der
Molekiilberechnungen dar. Klassische elektromagnetische Phinomene werden durch
die Maxwellgleichungen

V-B = 0 (1.1)
= = a§

VXE = —— 1.2
X o (1.2)
V-E = 4mp (1.3)
= — 1 - aE

VxB = = |4nj+ = 1.4
X a2 |t (1.4)

beschrieben, in denen E fiir das elektrische Feld, B fiir das Magnetfeld, p fiir die La-
dungsdichte und j fiir die Stromdichte stehen. Die Maxwellgleichungen sind inva-
riant unter Lorentztransformationen und geniigen damit der speziellen Relativitits-
theorie. Sie bilden auch die Grundlage fiir die Quantenelektrodynamik (QED), die
wiederum gemeinsam mit einigen anderen Teiltheorien ihr formales Fundament in
der Quantenfeldtheorie (QFT) findet. Hier beginnen auch die einleitenden Uberle-
gungen des zweiten Kapitels.

1.2 Allgemeine Naherungen

Eine Reihe weiterer Vereinfachungen liegen dieser Arbeit zugrunde. Die meisten werden
zu gegebener Zeit in den folgenden Kapiteln erwéhnt und diskutiert; einige grundsétzliche
Aspekte jedoch sollen bereits hier angesprochen werden:

1.21 Kerne

Die Atomkerne werden, wie schon angeschnitten, als Punktladungen betrachtet. Deswei-
teren werden sie bei der Ermittlung einer elektronischen Wellenfunktion tiblicherweise



8 KAPITEL 1. PHYSIKALISCHE BETRACHTUNG

als nichtrelativistische Teilchen betrachtet. Dies bedeutet auch, daf} ihnen kein Spin zu-
gedacht wird?. Der theoretische Einbezug des Kernspins ist konzeptionell nicht ganz un-
problematisch. Man kann die Atomkerne beispielsweise als Dirac—Teilchen mit Spin 1/2
ansetzen, obwohl dies aufgrund der Existenz bosonischer und auch von Kernen mit hoher-
en halbzahligen Spins als eher phinomenologisch angesehen werden darf. Zur Diskussion
der auftretenden Wechselwirkungen sei ein entsprechender Hamiltonoperator angefiihrt,
der aus der QED motiviert werden kann [34] und in dem dem Kernspin auf die angespro-
chene Weise Rechnung getragen wird. Er enthilt eine Reihe von Termen, die in dieser
Arbeit vernachlissigt werden:

Hen = Tig {_Z(xez

Mo
gusZq€
2me?r?,
gUsZo€
mor,

SoNET, (Tiw x Bi) (Hsyoe)

S (Tiax Bi) (Hso.)

é (Fioe X Pa)  (Hsioy)

+ o+ o+ o+

I bezeichnet den Kernspin und S den Elektronenspin. Nur die beiden ersten Ter-
me werden in dieser Arbeit beriicksichtigt (neben weiteren, die in den folgenden Ka-
piteln eingehend diskutiert werden. An dieser Stelle sollen nur Terme betrachtet wer-
den, die von Kern— und Elektronengrofen zugleich abhidngen). Sie stellen zum einen die
Kern-Elektron—-Coulombwechselwirkung, zum anderen den Einelektronenteil der elek-
tronischen Spin—-Bahn—Kopplung dar. Die Vorfaktoren verdeutlichen die relativen Groen-
ordnungen: Hg o, und Hgs, enthalten im Gegensatz zu Hgo, im Zihler das Bohrsche
Kernmagneton py. Der Quotient % verhilt sich umgekehrt proportional zum Quotienten
aus Protonen— und Elektronenmasse, so dal man diese Wechselwirkungen als Storungen
betrachten kann. In Hg0, wiederum taucht im Nenner die Kernmasse auf, was auch die-
se Terme um ca. einen Faktor 1000 oder mehr kleiner werden 14Bt. Selbiges gilt auch
fiir den hier nicht explizit dargestellten retardierten Bahn—Bahn—Operator HY. Hp ist ein
Darwin—Term, der der Zitterbewegung des Elektrons, einer Fluktuation um einen mittle-
ren Ort, beschrieben durch eine Diracsche Deltafunktion und interpretierbar als Korrek-
tur des Kernpotentials, das das Elektron ,spiirt”, zugeschrieben wird [35]. O enthilt alle

Der Spin als innerer Freiheitsgrad eines Teilchens kann bereits nichtrelativistisch im Rahmen der Dar-
stellungstheorie der Drehgruppe eingefiihrt werden [33]. Jedoch wird auch hier eine mehrkomponentige
Wellenfunktion (Spin—s-Feld) zur Beschreibung angesetzt.
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Beitrige in o, 00 ~ Wl7 und ist daher vernachléssigbar. Schlieflich werden bei groferen
Atomkernen mogliche Multipolmomente resultierend aus einer Ungleichverteilung der
Protonen nicht in Betracht gezogen. Hg, der Hamiltonoperator der Wechselwirkung eines
Kernquadrupolmoments mit einem elektrischen Feldgradienten, ist noch der groBte die-
ser, hat aber vernachldssigbare Beitrige erstens von benachbarten Atomen und zweitens
von Elektronen mit Bahndrehimpulsen ungleich eins [36]. Die verbliebenen Wechselwir-
kungen sind immer noch um mindestens drei Gro3enordnungen kleiner als beispielsweise
die elektronische Spin—-Bahn—Kopplung [37].

Die nédchsten Anmerkungen betreffen die vernachlédssigte Kernausdehnung direkt. s-
Elektronen haben eine nichtverschwindende Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Kern, und
das elektrische Potential, das sie erfahren, ist innerhalb eines ausgedehnten Kernes klei-

ner als das hier angenommene Coulombpotential 47%8?)7' (in SI-Einheiten). Eine Studie am
Rn—Atom [38] ergibt als Korrektur zur nichtrelativistischen Gesamtenergie ca. 1.1EH. Die
relativistische Rechnung fiihrt immerhin schon zu einer totalen Korrektur von ca. 2Ey.
Mit Blick auf relative Energien von Systemzustinden sind diese Korrekturen allerdings
verschwindend klein®. Dennoch gibt es Programmpakete, in denen eine Kernladungsver-

teilung, beispielsweise storungstheoretisch wie in GRASP [40], in Betracht gezogen wird.

1.2.2 Kernbewegung

Die schon seit langem bekannte Born—Oppenheimer (BO)-Néherung [41] findet auch in
den Ansitzen dieser Arbeit Anwendung. Physikalisch bedeutet dies, da3 die im Vergleich
zu den Elektronen wesentlich massereicheren Kerne (GroBenordnung Faktor 10* bis 10°
je nach Molekiil) ,.eingefroren werden und man die Bewegung der Elektronen in diesem
festen Kernpotential betrachtet. Formale Analysen dieser Ndherung und ihrer Auswirkun-
gen finden sich in [42] und [43]. Die Ermittlung adiabatischer Potentialhyperflachen fiir
Molekiile in Betracht steht hier im Mittelpunkt des Interesses. Dall im Nachhinein Ef-
fekte, die beispielsweise die Rotation des Kerngeriistes und deren Auswirkungen auf die
Molekiilzustinde betreffen, d.h. Effekte, die {iber die BO—Niherung hinausgehen, auch
noch mit sehr zufriedenstellenden Resultaten beriicksichtigt werden konnen, belegen z.B.
die Studien [44] und [45].

Es sei abschlieBend noch angemerkt, daf3 die BO-Naherung nicht mit der speziellen
Relativititstheorie vereinbar ist, da das Bezugsinertialsystem der Kerne, die als stationidre
Quellen eines externen Potentials angesehen werden, ausgezeichnet wird. Die relativisti-
schen Korrekturen, die hieraus erwachsen, hat Grelland [46] untersucht und als sehr klein
gefunden.

3Selbstverstindlich werden auch die Elektronen als Punktladungen mit Ruhemasse angenommen. Es
gibt Bestrebungen, einen finiten Elektronenradius in der QED zu beriicksichtigen [39].
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Kapitel 2

Relativistische Behandlung von
Vieltellchensystemen

2.1 Eintelchenproblem

2.1.1 Vierkomponentige M ethoden

Die zentrale Gleichung der relativistischen Quantentheorie ist die Diracgleichung [47, 48]
[

hier in atomaren Einheiten dargestellt. Der Losungsvektor ¥ ist ein 4—komponentiger
Spinor im Hilbertraum, y sind 4 x 4-Matrizen im Hilbertraum und d, die Ableitungen
nach den (kontravarianten) Komponenten von Ort (1,2,3) und Zeit (0), dergestalt, daf3
u= %. Der Index |, iiber den — weil doppelt auftretend — summiert wird, lduft {iber
die vier Komponenten des Minkowski—Raumes.

Quantenfeldtheoretisch erhilt man sie zusammen mit der adjungierten Diracgleichung
im Lagrange—Formalismus durch Losen der relativistischen Euler—Lagrange—Gleichungen
[35]

0L 0L
oF  0(0MY)
0L oy 0L _
0¥  o(oM¥)

(W : der zu ¥ adjungierte Hilbertraumvektor)
durch ,intelligentes Raten einer Lagrange—Dichte
—

Offensichtlich enthilt diese Lagrange—Dichte bereits die gesuchte Gleichung, und so
ist man letztendlich auf eine axiomatische Begriindung mittels mehrerer Postulate ange-
wiesen:

11
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1. Erfiillung der Kontinuititsgleichung p+ v j = 0 durch die Wahrscheinlichkeitsdich-
te p = P¥ und Stromdichte | = s PV,

2mi

2. Korrespondenzprinzip
3. Hermitescher Hamiltonoperator
4. Wellenfunktion gehorcht einer Zeitentwicklung i%‘l’(t) = HYP(t)!

5. Lorentzkovarianz, d.h. Kompatibilitdt mit spezieller Relativitédtstheorie

Die auf diese Weise erhaltene Diracgleichung beschreibt jedoch nur en massives,
freies Teilchen mit Spin und ist gezwungenermaflen vierkomponentig (im Hilbertraum),
weil die sich fiir die y-Matrizen ergebenden Vertauschungsrelationen weder durch Skala-
re, noch durch zweidimensionale, sondern erst durch vierdimensionale Matrizen erfiillen
lassen®. Eine Darstellung dieser Matrizen findet sich zu

1, 0
0 _ a_( L
vo= P (0 —12>
N N 0 o"
’Y_BO(‘_<_GnO .

Die oft verwendeten Matrizen o und 8 ergeben sich hieraus direkt. ¢ sind die Dar-
stellungsmatrizen des Spins oder Spin—Pauli—-Matrizen. In einer konkreten Darstellung in
Spinkomponenten lauten die Elemente eines kartesischen Vektors:

=(2a)e=(13) = (5 )

Zu einer in quantenchemischen Anwendungen gebrduchlicheren Form der Diracglei-
chung gelangt man durch Aufspaltung zeitlicher und rdaumlicher Komponenten (Hamil-
tonsche Form)

: 3
i o :

-y oY — "9 —mc¥ = 0
<Y 9 iy Y00 —mc

n=1
[i%%(&-p)]\{f = PmY (2.1)
mit p = 1%

Externe Felder werden durch die minimale Substitution

IDieser sowie der vorangegangene Punkt beziehen sich strenggenommen auf die hamiltonsche Form der
Diracgleichung, die weiter unten eingefiihrt wird. In der obigen kovarianten Form miissen beispielsweise
die y-Matrizen hermitesch sein.

2Ganzzahlige Vielfache von 4 funktionieren zwar, erzeugen jedoch nur ein vervielfachtes Problem, ohne
neue Aspekte hervorzubringen.
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E — E+ed

eingefiihrt, somit
[E+ec1>+c(6c- (p— e,&))] = Bmc>¥

Im Feld eingefrorener Atomkerne (5\ —0,ed = V) 148t sich diese Gleichung durch
Darstellung der o— und f—Matrizen in Matrixform schreiben:

E4vom  o@p) )\ [P
(e(a-rs) E+V+mc2><‘1’s>_0 (22)

Die Komponenten P und ¥ des 4-Spinors ¥ werden als groBe und kleine Kom-
ponenten bezeichnet. Diese Gleichung hat positive und negative Energielosungen. Da als
Folge dessen Materie instabil wire, hat Dirac [49] eine Uminterpretation vorgenommen
und die Zustdnde negativer Energie als mit Elektronen besetzt postuliert (Dirac—See). Die
Energiedifferenz zwischen den Zustinden positiver Energie und denen negativer Energie
betrigt dabei mindestens 2mc?. Photonen dieser Energie® konnen nun Elektronen aus dem
Dirac—See anregen, und das entstehende ,,LLoch* wird als Positron interpretiert, also als
Antiteilchen in Bezug auf Losungen negativer, als Teilchen in Bezug auf Losungen po-
sitiver Energie. Der experimentelle Nachweis erfolgte schon sehr bald [50]. In der QED
versteht man nun Elektronen und Positronen als Quanten des quantisierten Dirac—Feldes,
dessen Nullpunktschwingungen als Vakuumfluktuationen bezeichnet werden. Die elek-
tromagnetische Wechselwirkung wird als Austausch virtueller Photonen des quantisier-
ten elektromagnetischen Feldes dargestellt, und die Wechselwirkung der Elektronen mit
den Nullpunktschwingungen dieses Feldes bezeichnet man als Selbstenergie des Elek-
trons [35]. Die Polarisierung der virtuellen Elektron—Positron—Paare durch externe Felder
in Kombination mit der Selbstenergie des Elektrons stellen den Lamb—shift dar [35], der
eine Verschiebung insbesondere der elektronischen S— und P-Niveaus bewirkt. Er liegt
in der GroBenordnung o(Zor*), kann also nur bei Kernen mit extrem hoher Ladung recht
grof} werden. Diese Arbeit macht von der sog. no—pair—Naherung Gebrauch, die grob die
Vernachlédssigung aller QED-Effekte beinhaltet, somit also die Genauigkeit der theoreti-
schen Behandlung auf die GréBenordnung des Lamb—shiftsbeschrinkt. Formale Analysen
dieser Zusammenhinge finden sich in [51, 52].

Das Gleichungssystem (2.2) zeigt, daf} die beiden Komponenten durch Beziehungen
der Art

1 -

Die Bildung virtueller Elektron-Positron—Paare bei E < 2mc? ist mittels der Energie—Zeit—Unschiirfe-
beziehung auch moglich, aber unwahrscheinlich.
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verkniipft sind. Hier wird zunéchst deutlich, daBl die Komponente ¥S um einen Faktor
‘—é << 1 (in nichtrelativistischer Ndherung, p = mvV) kleiner als Wl ist, was deren Na-
men begriindet. Desweiteren ist der Bruch totalsymmetrisch, der Operator (G- p) aller-
dings nicht unter rdumlicher Inversion (Darstellungsmatrizen der rdumlichen Operatio-
nen im Unterkapitel Gruppentheorie). Grofle und kleine Komponenten haben also unter-
schiedliche Paritit, was darauf hindeutet, daf} in einer Basisentwicklung4 in molekula-
ren Strukturrechnungen verschiedene Basissitze fiir die Komponenten verwendet werden
miissen. Hinzu kommt, dal} die Basis fiir die kleinen Komponenten Funktionen mit einer
um eins erhohten Bahndrehimpulsquantenzahl enthélt, um die sog. ,kinetic balance™ [53]
zu gewihrleisten. Dies ist erforderlich, um in Rechungen, die auf dem Variationsprinzip
beruhen, die kinetische Energie im nichtrelativistischen Grenzfall korrekt wiederzugeben.
Dal} diese Basissitze bei schweren Atomen extrem grofl werden und die Integralberech-
nung sehr aufwendig wird, belegt die Studie [54] an IH und AtH, in der eine Basis fiir
die groe Komponente (20s17p11d), fiir die kleine Komponente (17s31p17d11f) im Falle
des Iodatoms, (22s19p13d8f) und (19s35p27d13f8g) im Falle des Astatatoms Anwen-
dung findet. Fast unmoglich werden derartige Berechnungen jedoch, wenn Molekiile mit
mehr als einem schweren Atomzentrum betrachtet werden sollen. Es hat sich auBBerdem
gezeigt, daB} relativistische Methoden, die fiir weniger als vier Komponenten ausgelegt
sind, an solchen Systemen Resultate dhnlicher Qualitit fiir Bindungsldngen, harmoni-
sche Schwingungsfrequenzen und Dissoziationsenergien zweiatomiger Molekiile erzie-
len konnen, z.B. [55, 56, 57]. In Anbetracht dieses Sachverhalts sollen in dieser Arbeit
Hamiltonoperatoren zur Anwendung kommen, die zwar strikt aus der QED ableitbar sind
und die wichtigsten relativistischen Effekte beschreiben, die aber weitere Ndherungen ent-
halten, so daf der technische Aufwand zur Ermoglichung ausgedehnterer Berechnungen
weiter reduziert wird.

Zunichst soll knapp beschrieben werden, wie der vierkomponentige Diracformalis-
mus auf zwei Komponenten vereinfacht werden kann. Dies geschieht entweder durch
unitire Transformation, eine spezielle Renormierung oder durch nichtrelativistische An-
nahmen, die zur Pauli—Gleichung fiihren.

2.1.2 Reduktion auf zwei Komponenten
Eliminierung der kleinen Komponenten

Schreibt man Gleichung (2.2) vereinfacht und als System gekoppelter zweikomponentiger
Gleichungen, so erhélt man

h“(I)L-|-h12(I)S = E(I)L
h21q)|'—|—h22q)s — E®S.

Einfaches Losen dieser Gleichungen entkoppelt die Komponenten jedoch noch nicht.
Dies wird durch Renormierung der Losungsfunktionen @ erreicht, womit man auch einen

4Selbstredend konnen die spiter noch zu diskutierenden Vielkdrperprobleme nicht analytisch geldst
werden. Man ist daher z.B. auf die Entwicklung in einer endlichen Basis angewiesen.
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hermiteschen effektiven Hamiltonoperator erhilt. Auf dieses Verfahren soll hier nicht
niher eingegangen werden; Details werden in [58] beschrieben.

Foldy—Wouthuysen—Transfor mation

Gesucht ist eine unitire Transformation, die aus der Diracgleichung alle Operatoren vom
Typ o entfernt, die die groBen mit den kleinen Komponenten verkoppeln (ungerade Ope-
ratoren, o,7). Die allgemeine Transformation unter Beriicksichtigung du3erer Felder [59]
soll hier der Notation von [60] folgend angeschnitten werden.

Mit einem hermiteschen Operator Swird U = €S unitir. Man transformiert den Dirac—
Hamiltonoperator

A

A =c(c- (p—eA)) +pme’ +ed

gemiB €SHe 'S und entwickelt diesen Ausdruck nach Baker—Campbell-Hausdorff. Mit
der Wahl

—iBo.- (p—eA)

2me

S=

kann durch mehrere sukzessive Transformationsschritte unter Beibehaltung von Termen

Ein
m

erhalten werden

3
der Ordnung ( ) bzw. % ein entkoppelter Hamiltonoperator der folgenden Form

2m  Smic2
+ed
e .
__~ B3-B
2mch©
Ie — —
_8mzcza VxE
e . -
“ameC EXP
e - —
_ 2.4

der keine ungeraden Operatoren mehr enthélt. Der Ausdruck in der Klammer liefert
nun einen Niherungsausdruck fiir die relativistische ,,dynamische’ Masse. Die beiden
folgenden Terme stellen die elektrostatische und magnetische Dipolenergie dar, und der
vierte und fiinfte Term enthalten die Spin—-Bahn-Energie. Der letzte Term (Darwinterm)
wird der Zitterbewegung zugeschrieben.

Da die Ermittlung der Spin—-Bahn—Energie ein wesentlicher Punkt dieser Arbeit ist,
sollen an dieser Stelle die grundsitzliche Herkunft von Spin—-Bahn—Termen und ihre Be-
deutung etwas niher betrachtet werden:

Der Spin des Elektrons (S= %6) erzeugt ein magnetisches Spinmoment fis = g—i Die

entsprechende Wechselwirkungsenergie ergibt sich zu W = —Jis- B'. Die Herkunft des
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Magnetfeldes B ist allerdings nicht unmittelbar einzusehen. Das Elektron bewegt sich in
einem elektrischen Feld entweder eines Atomkerns oder eines anderen Elektrons, wobei

_ Lav(r)r
E=—- —
g dr r
Gradient des Potentials und V (r) = % das entsprechende Coulombpotential ist. Nun

sind elektrische und magnetische Felder schon in der klassischen relativistischen Elektro-
dynamik prinzipiell nicht voneinander getrennt. Sie sind vielmehr Elemente des antisym-
metrischen Feldstédrketensors F:

0 —Ex —E —E
cp_ | Ex 0 —B By
E, B, 0 —B
E, -B, By 0

Im Inertialsystem des Elektrons hat F®P die lorentztransformierte Gestalt, so daB
ein Wechsel zu diesem Inertialsystem aus dem reinen E-Feld allgemein ein gemisch-
tes E'— und B'-Feld werden 148t [61]. Im Falle des Elektrons im Feld eines Atomkernes
ist B/ o< V x E und mit £ = mF x V nimmt der Spin—-Bahn—Operator die Form an, die man
in der Literatur zumeist findet: Hgo o< & - 7. Die Integrale dieses Operators werden in den
folgenden Kapiteln in eben dieser Form dargestellt. Ausgehend von GI. (2.4) und einem

kugelsymmetrischen statischen Potential folgt VxE= 0, und mit E = —é d\éEr)F erhilt

man dieselbe Form fiir den Spin—Bahn-Term: Hgp o< G - ‘.

Die Pauli—-Gleichung

Ausgehend von Gleichung (2.3) erhilt man unter Annahme kleiner kinetischer Energien
bzgl. mc? und, was ohnehin meist gegeben ist, gegeniiber mc? kleiner Potentiale V, die
vereinfachte Beziehung

ps_ 8By
rm b

was nach Einsetzen in die aufgeloste Gl. (2.1) die folgende zweikomponentige Spinor-
gleichung liefert:

S (OO0 o)

Mit Hilfe der Beziehung
(6-p) (6-d)=p-d+ic-(Pxd)
erhélt man schlieBlich die Pauli-Gleichung:

) L
|§‘P_

(P—eA? e
2m  2nc

G-Bred|wt (2.5)
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Der zweite Term auf der rechten Seite stellt wieder einen Spin—-Bahn—Term dar.

Diese eher fundamentalen Betrachtungen stellen die Grundlage fiir die folgenden
Uberlegungen dar, die relativistische Operatoren zur Behandlung von Vielteilchenpro-
blemen liefern sollen. Genaugenommen wird man in der QED, wo allgemein veridnderli-
che Teilchenzahlen erlaubt sind, in Anbetracht virtueller Paarbildungen bereits mit Viel-
teilchenproblemen konfrontiert, jedoch sollte von dieser Problematik aus den genannten
Griinden abgesehen werden.

In der bisherigen Diskussion wurde ein Elektron im festen Feld von Atomkernen be-
trachtet und die Beschreibung dessen anhand der Diracgleichung und zweikomponenti-
ger Darstellungen vorgefiihrt. Im Mehrelektronensystem kommt die Wechselwirkung der
Elektronen untereinander hinzu, und weder konnen die entstehenden Vielteilchenproble-
me analytisch geldst, noch kann die Elektron—Elektron—Wechselwirkung geschlossen in
Lorentz—kovarianter Form dargestellt werden. Die erforderlichen Néiherungen sollen im
folgenden dargelegt werden.

2.2 Vieltellchenproblem

2.2.1 Elektron—Elektron—-Wechselwirkung

Die QED als Theorie der Wechselwirkung des Lichts mit Materie liefert einen allgemei-
nen Ausdruck fiir die Wechselwirkung zweier Elektronen. Ausgangspunkt ist hierbei das
Vektorpotential A(f’, t)= Ao KT=01) dag die Propagation elektromagnetischer Wellen im
ladungs— und stromfreien Raum beschreibt. Die Invarianz der Maxwellgleichungen unter
Eichtransformationen 146t zum Beispiel die spezielle Wahl der Coulombeichung zu, d.h.
V-A=0.In Coulombeichung kann nun mit Hilfe einer Aufspaltung des elektrischen Fel-
des in transversalen und longitudinalen Anteil gezeigt werden [58], da3 der longitudinale
Teil mit der Ladungsverteilung p und damit mit der instantanen Coulombwechselwir-
kung, der transversale Teil jedoch mit magnetischen Effekten und der Retardierung ver-
kniipft ist, somit also relativistisch, weil der Verlust der absoluten Zeit zu sog. retardierten
Zeiten bei der Betrachtung von relativ zueinander bewegten Inertialsystemen fiihrt. Nun
kann durch Anwendung von Stérungstheorie in niedrigster Ordnung auf die transversa-
len Felder weiter gezeigt werden [62], daB3 bei Austausch eines einzelnen , transversalen®
Photons die Wechselwirkung zweier Elektronen die folgende Gestalt annimmt [63, 64]:

1 G0y | L= o @onfn_
oc(1,2) = — — ———2g“LM2 4 (8- V1) (B2 V) —— (2.6)
2 2 Wi,r2

 bezeichnet hier den Impulsiibertrag durch das ausgetauschte Photon, die &Funktionen
reprisentieren die Retardierung der Wechselwirkung. Man findet, dafl die Retardierungs-
korrekturen in der GroBenordnung Z>a* liegen, also wiederum sehr klein sind. Die Be-
rechnung des Niederfrequenzgrenzwertes® gemif

Die Frequenz o entspricht der Energie der ausgetauschten Photonen.
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lim €®12M2 = |

n—0
lim gownfiz _ 1 B _r£
0—0 (0%2“2 27

wobei der Imaginirteil fiir eine Verbreiterung der Energieniveaus verantwortlich ist [65]
und oft vernachldssigt wird, ergibt die Coulomb—Breit—Wechselwirkung

gooulomd  ereit _ 1 {6‘1 0 (@ V1) (@2 Vo)l } _ 2.7
M2 M2 2

Der erste Term in der Klammer heiffit Gaunt-Term [66], der zweite ist ein Eichterm,
weil er beispielsweise in Lorentzeichung nicht auftrite.

Zwar ist bekannt [58], daB der Anteil des Gaunt—Terms in atomaren Rechnungen ca.
90% des gesamten Breit—Terms beitridgt, auf der anderen Seite hat sich jedoch gezeigt,
daf} seine Bedeutung nur in der Nihe der Atomkerne durchschlégt [64], so daf} sein Ein-
flu auf molekulare Eigenschaften eher begrenzt sein diirfte. Er wird insbesondere dann
eingesetzt, wenn extrem genaue Spin—Bahn—Aufspaltungen in Atomen zu ermitteln sind.
Dennoch kann dieser Term ohne allzu groBen Aufwand in die in dieser Arbeit entwickel-
ten Programme implementiert werden, da die Symmetrieeigenschaften seiner Integrale
denen des Coulomboperators entsprechen. Eine eingehendere Diskussion dieser Symme-
triefragen findet sich im fiinften Kapitel. Der Einbezug des vollen Breit—Terms allerdings
wiirde aufwendige Entwicklungsarbeiten nach sich ziehen, so daf} derartige Berechnun-
gen mit den hier vorgestellten Programmen noch nicht moglich sind.

2.2.2 Vidtellchenhamiltonoperatoren

Wie schon angedeutet beschrinkt sich die Anwendbarkeit der Programme dieser Arbeit
nicht auf spezielle Hamiltonoperatoren, sondern eher auf Typklassen dieser. Grundsitz-
lich kann jeder spinfreie oder spinabhiingige Einelektronenoperator in Kombination mit
Mehrelektronenoperatoren eingesetzt werden, sofern die Zweielektronenintegrale letzte-
rer die Symmetrieeigenschaften des Operators der instantanen Coulombwechselwirkung
erfiillen. Zudem muf ein auf zwei Komponenten reduzierter Hamiltonoperator vorliegen.

Nun stellt sich die Frage, von welchem Ansatz ausgehend und auf welche Weise man
relativistische Operatoren fiir praktikable Berechnungen an Molekiilen mit einer grof3en
Zahl von Elektronen und schweren Atomkernen erhalten kann, ohne dafl man allzuviel an
Rechengenauigkeit verliert, und ohne die computertechnischen Moglichkeiten zu spren-
gen. Verschiedene Moglichkeiten, dies zu erreichen, sollen im folgenden aufgezeigt und
diskutiert werden.

Setzt man die Elektron—Elektron—Wechselwirkung (2.7) an, so gelangt man zu einem
molekularen Operator, mit dem die bisher genauesten quantenchemischen Berechnungen
[67] zundchst an Atomen [68, 69], spiter auch mittels SCF— und Open—Shell (OS) SCF-
Rechnungen an Molekiilen wie ThF4 [70] und diversen Xenonfluoriden [71] angestellt
worden sind, dem Dirac—Breit—Operator:
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Hier sind die Operatoren V auf die jeweiligen Abstidnde angewandt worden, und A
und B stellen Atomkerne dar. Die Problematik, die aus der Anwendung vierkomponen-
tiger Operatoren insbesondere an Systemen erwichst, bei denen eine grossere Zahl von
elektronischen Konfigurationen eine Rolle spielen, ist jedoch schon angesprochen wor-
den.

Mittels der Foldy—Wouthuysen—Transformation ist dieser Operator auf zweikompo-
nentige Form transferiert worden [72]. Der resultierende Operator ist der sog. Breit—Pauli
(BP)-Hamiltonoperator® [73], dessen spinabhingige Terme in Stérungsrechnungen zur
Ermittlung der Feinstruktur in Molekiilen eine Vielzahl von Anwendungen gefunden ha-
ben [3]:

N

Hep ZZi%‘FEKj%_ZAJE—FZA>BZAZB€2 (a)

FiA A
~Sigde (b)
+e 85 N V-E (c)
+% YA %(mx Bi) - Gi (d)
— oz Siz %(F’ij X Bi) - Gi (e)
+ 55 it %(F’ij x fi) - 8j (f)
— 5 (81 x 8)3(Tij) (h)
+2n?22—c2 Vi { plrfj 4 (ﬁr?iizéﬁj'?ii)} 0

Die einzelnen Terme sind
a) der nichtrelativistische Hamiltonoperator
b) die relativistische Korrektur zur kinetischen Energie (mass-velocity-Term)

c) ein Darwin-artiger Term
d) der Einelektronen—Spin—-Bahn-Term: Die Wechselwirkung des spin—
magnetischen Moments eines Elektrons mit dem Magnetfeld resultierend

aus seinem eigenen Bahndrehimpuls im elektrischen Feld der Kerne

(
(
(
(

°Im Anhang von [58] findet sich eine Analyse, welche Terme des BP—Operators aus dem Gaunt—Term
abgeleitet sind.
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(e) der Spin-eigene-Bahn-Term: Wie (d), stattdessen aber im Feld der anderen Elek-
tronen

(f) der Spin-andere-Bahn-Term: Die Wechselwirkung des spin—magnetischen Mo-
ments eines Elektrons mit dem Magnetfeld resultierend aus dem Bahndrehim-
puls der anderen Elektronen

(g) die Spin-Spin-Wechselwirkung aus der Dipol-Dipol-Wechselwirkung der Elek-
tronenspins

(h) der Fermi—Kontakt-Term, ein Retardierungsterm

(i) die Bahn-Bahn-Wechselwirkung; der erste Term resultiert aus der magnetischen
Wechselwirkung durch die Elektronen—Bahndrehimpulse, der zweite ist erneut
ein Retardierungsterm

Neben Term (@), dessen Verwendung obligatorisch ist, tragen der Darwin-, der mass-
velocity— und die verschiedenen Spin—Bahn-Terme am meisten zu den Systemenergien
schwerer Atome oder von Molekiilen mit solchen bei. Das prinzipielle Problem bei der
Anwendung des (BP)-Operators besteht jedoch in der Tatsache, daf} er nicht in Variati-
onsrechnungen einsetzbar ist. Dies manifestiert sich einerseits am Verhalten des mass-
velocity-Terms, der immer negativ ist, andererseits an der r ~3—Singularitit in den Spin—
Bahn—Operatoren, so daf} attraktive Beitridge ebenfalls die Beschrinktheit zestoren konnen.
Der Operator iiberschitzt liberdies die Spin—-Bahn—Kopplung in Kernnihe und auch all-
gemein in erster Ordnung Storungstheorie [74, 75]. Eine Reihe von Ansitzen hat zu zu-
friedenstellenden, teils sogar hervorragenden Erfolgen bei der Losung dieser Probleme
gefiihrt [2, 76, ?, ?, 77]. Einer dieser, der Douglas—Kroll-Hamiltonoperator, soll hier et-
was niher beleuchtet werden. Details der Herleitung und weitere Literaturangaben finden
sich in [52, 78].

Von zentraler Bedeutung bei der Herleitung dieses Operators ist die Douglas—Kroll—-
Transformation [79] des (DB)-Operators, in der sukzessiv durch unitidre Transforma-
tionen die kleinen Komponenten abgekoppelt und eliminiert werden. Der erste Schritt
besteht in einer Freiteilchentransformation unter Verwendung des relativistischen Aus-
drucks fiir die kinetische Energie eines freien Teilchens (FW-Transformation):

UJHDBUO = H
mit

Uo(i) = A(1+ Qi)

Q= cBai - P

-~ mc? +Eg

Im zweiten Schritt wird der transformierte Einelektronenterm, der immer noch unge-
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rade Operatoren enthélt, gemif U, I-AI{UlT einer Transformation mit

u(i) = (1+ WE(i) + (i)
Integralkern von W/ :

(5. H) = A(Q - QDA EL
i pi

unterworfen. Ve (Pi, B) ist dabei die Fouriertransformierte des externen Potentials.
Der resultierende Operator ist gerade und kann in einen spinabhéngigen und einen spinu-
nabhingigen Teil aufgespalten werden [80]:

~ f f ..
Hok = ZEp.+V§¢ )+5 ZVSff j)
I#J

mit Ves><ft(i):A|[Vext(')+R|Vext()§|]Ai

e e Lo e
Vists (i 1) = AA; [ﬁ+RiﬁRi+RJ—RJ+RiRJ’r_—RiRJ]A|AJ
i i i i
=~ Pic
R= Epi+mC2
0 ZAﬁ
HDK = EBI ?|A><ﬁ|)
iA |A
i#£] r|A |A
CA;
Bl=——
! Ep|+I’T102

Im spinabhiingigen Teil sind hierbei nur Terme linear in G enthalten, da die Spin—
Spin—Wechselwirkung im Vergleich zur Spin—Bahn—Kopplung in Molekiilen mit schwe-
ren Atomen mindestens eine GroBenordnung kleiner ist [81]. Eine kritische Analyse
[82] belegt, dal der (DK)-Hamiltonoperator eine hervorragende Nédherung an den (DB)—
Operator darstellt. Die Vorteile des (DK)—Operators liegen auf der Hand: Durch die Trans-
formation auf einen geraden Operator reduziert sich der Rechenaufwand erheblich. Er ist
von unten beschrinkt, womit Variationsrechnungen moglich werden; ferner reduzieren
die kinematischen Faktoren A und B; die r —3—Singularitiit auf eine r ~'-Singularitit ver-
mittels der Wirkung der impulsabhidngigen Operatoren [80]. SchlieBlich ist in etlichen
Berechnungen die Giite des (DK)—Operators an signifikanten Systemen (Ag,Br,I,Au,PtH)
unter Beweis gestellt worden [55, ?, 83, 84, 85].

Ein weiterer Punkt hat bei der Konzeption der Programme dieser Arbeit eine wesent-
liche Rolle gespielt: In den vergangenen Jahren ist eine mean-field-Methode — beruhend
auf einem gemittelten Feld, in dem sich die Elektronen bewegen — entwickelt worden,
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die es sogar erlaubt, die Spin-eigene-Bahn- und Spin-andere-Bahn-Terme des Opera-
tors HSE zu approximieren und letztlich durch einen effektiven Einelektronenoperator zu
ersetzen [86, 87]. Die Resultate von Vergleichsrechnungen mit den vollen Zweielektro-
nenoperatoren zeigen eine beeindruckende Ubereinstimmung. Der mean-field-Operator
gestattet es ferner, die Integralsymmetrie der Zweielektronenintegrale im Formalismus
auf die von Coulombintegralen zu ,beschrianken®. Aus diesen Griinden stellt dieses Vor-
gehen die Grundlage fiir den nachfolgenden Formalismus und die ersten Testrechnungen
mit den neuen Programmen dar; der mean-field-Ansatz wird im folgenden Kapitel etwas
detaillierter betrachtet.

SchluBendlich ist es sogar moglich geworden, sich Ab-Initio-Modellpotentialen (AIMP)
— auch in Kombination mit der mean-field-N#herung — zu bedienen [88, 89], um gege-
benenfalls teuren und ineffizienten all-Elektronen—-Rechnungen aus dem Wege zu gehen.
Stattdessen wird ein Modellpotential fiir die inneren Elektronen entwickelt, was erheb-
liche Einsparungen bei der Integralberechnung mit sich bringt. Vorteilhaft ist auBerdem,
daf} die Potentiale systematisch durch Entnahme von Elektronen aus dem core zugun-
sten des Valenzraumes verbessert werden konnen, so daf auch in ,,widrigen Fillen hohe
Genauigkeiten fiir molekulare Eigenschaften erzielt werden konnen.

In Anbetracht dieser schier endlosen Liste von Niherungen und Vereinfachungen mag
der Purist frustriert sein. Sie sind jedoch samtlich wohlbegriindet und erprobt und lassen
trotz allem korrekte qualitative und recht genaue quantitative Aussagen iiber die verschie-
densten Eigenschaften von Molekiilen zu. Die quantenchemischen Methoden, die zu die-
sem Zweck entwickelt worden sind, werden im nichsten Kapitel zusammen mit der einen
oder anderen grundsitzlichen theoretischen Erlduterung, die bisher noch nicht angespro-
chen wurde, dargestellt.



Kapitel 3

Konfigurationswechselwirkung und
Spinoroptimierung in zwel
Komponenten

3.1 Ubersicht

Zur Ermittlung der Relaxation molekularer Basisfunktionen unter simultaner Beriicksich-
tigung der Elektronenkorrelation durch Konfigurationswechselwirkungsverfahren hat sich
in der Quantenchemie die MCSCF-Methode [8, 9, 90] aufgrund ihrer allgemeinen Kon-
zeption durchgesetzt und zum Standard entwickelt. Das Verfahren wird in dieser Arbeit
auf eine Form gebracht, die es erlaubt, die im vorangegangenen Kapitel diskutierten Ha-
miltonoperatoren bei der Funktionalminimierung einzusetzen. In diesem Abschnitt wer-
den zunichst einzelne methodische Aspekte, die bei der Entwicklung eine entscheidende
Rolle spielen, abgehandelt, bevor im vierten Kapitel die formalen Details vollstindig auf
einem Niveau ausgearbeitet werden, das die Programmierung der Ausdriicke ermoglicht.

Die Grundziige der MCSCF-Theorie bleiben auch im relativistischen Falle erhalten.
Die Schwerpunkte in den strukturellen Anderungen bei der Entwicklung des spinabhingi-
gen MCSCF sollen aber mit Hilfe eine Gegeniiberstellung verdeutlicht werden. Eine
grundsitzliche Diskussion im Rahmen eines relativistisch vierkomponentigen Formalis-
mus wurde von Jensen et al. [19] durchgefiihrt.

spinunabh. MCSCF | spinabh. MCSCF

(Spin-) Orbitale 2-Spinoren

reeller Formalismus komplexer Formalismus
Punktgruppensymmetrie | Doppelpunktgruppensymmetrie
spinadaptierte an Bewegungsumkehr symmetrieadaptierte
qu—Basisoperatoren X J—und X, jk —Operatoren

gute Quantenzahlen S Ms | keine guten Spinquantenzahlen

Diese Ubersicht hat beabsichtigterweise vorbereitenden Charakter; in der Folge wer-
den alle Aspekte erschopfend erklirt. Der letzte Punkt ist besonders einschneidend, da
die Wellenfunktion im relativistischen Falle nicht mehr durch Vorgabe eines bestimmten

23
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gewiinschten Spinzustandes, sondern nur noch nach ihrer Symmetrie in der Doppelgrup-
pe optimiert werden kann. Als Konsequenz erscheint eine Wellenfunktion als Mischung
aus Zustidnden mit bestimmten Spin— und Spinprojektionsquantenzahlen, aber als rein
nach einer irreduziblen Darstellung der Doppelgruppe klassifizierbar. Die nachfolgenden
Darstellungen dieses Kapitels werden diese Sachverhalte deutlicher machen.

3.1.1 Indizes

Um dem Leser den Weg durch die nachfolgende ,Indexschlacht* zu erleichtern, sei an
dieser Stelle ein kleiner Abschnitt einer Ubersicht iiber die Systematik der Indizierung
gewidmet, die konsequent im gesamten Formalismus durchgehalten wird.

Der im folgenden néher erlduterte Basiswechsel von Spinorbitalen zu 2-Spinoren wird
durch Klein— und Grofschreibung kenntlich gemacht. Spinorbitale, gegebenenfalls auch
rein rdumliche Funktionen (Orbitale) erhalten kleine Buchstaben ,,a *“, 2—Spinoren Grof3-
buchstaben ,,A “. Die fiir das MCSCF-Verfahren notwendige Aufteilung des Entwick-
lungsraumes in Unterrdume wird folgendermal3en indiziert:

e [JJK.L.M,N,PQ : allgemeine Indizes, teilraumunabhingig
e A B,C,...:inaktive Spinoren
e T,U,V.,...: aktive Spinoren

e RS : virtuelle Spinoren

Dieselbe Aufteilung gilt auch fiir die kleingeschriebenen Orbitale oder Spinorbita-
le. SchlieBlich werden bei der Aufstellung der Hessematrix mitunter gestrichene Indizes
verwendet, was bedeutet, dal} sie symmetrisch auftreten (s. dort). Sonst gelten dieselben
Anmerkungen wie fiir ungestrichene Indizes.

3.2 DieMCSCF—-Methode

3.2.1 Allgemeines

Die elektronische Energie eines Systems wird als Funktion der Orbitale (oder Spinoren)
und Konfigurationskoeffizienten unter Zuhilfenahme des Variationsprinzips minimiert:

O _, 9E_

0S " 0A
Die Parameter im Orbitalraum sind hierbei A, die im Konfigurationsraum S A bzw. S
bedeutet, da} nach einem Vektor von Parametern abgeleitet wird.

Man erhilt im MCSCEF nicht nur eine Obergrenze fiir die Energie des Grundzustandes,
sondern auch fiir die angeregter Zustinde, wie man mit Hilfe des Bracketing—Theorems
[9] zeigen kann. Allgemein gilt fiir den k-ten Eigenzustand und einen n—dimensionalen
Unterraum der CI-Entwicklung

0 (3.1
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(n+1) (n) (n+1)
B <E” <Eyl)-

Dies bedeutet, dal die Hinzunahme weiterer Entwicklungsterme einerseits die Ener-
gie der k—-ten Wurzel stets erniedrigt, aber andererseits niemals unterhalb die der k — 1—
ten Wurzel. Im allgemeinen approximiert man angeregte Zustinde durch Selektion einer
gefragten Wurzel durch die CI-Rechnung und anschlielende Optimierung der Wellen-
funktion im Orbitalraum. Hierbei sollte ein einheitlicher Orbitalsatz fiir alle Zustinde
verwendet werden, da andernfalls kiinstliche Entartungen auftreten kdonnten. Wichtig in
diesem Zusammenhang ist auch die Flexibilitdt der Determinanten— (oder configuration
state function (CSF)-) Entwicklung, damit die Separation der Eigenwerte nicht durch
Variation im Orbitalraum iiberkompensiert werden kann.

Zur allgemeinen Darstellung eines Zustandes im Orbitalraum ist eine unitére Orbital-
transformation des Funktionssatzes ® gemél

d = PU
mit
ag:zazurs
r
alszzarur*s
r

gesucht. Wie Linderberg et al. [91] zeigen, stehen die Operatoren fiir transformierte
und nichttransformierte Orbitale mittels

a/S _ e—iAaSe—iA

a’; _ e—if\aze—if\
in Beziehung, wobei im spinunabhingigen Fall die Parameter A;s der Optimierung auf
folgende Weise angesetzt werden:

/A\ - EArsa:as
rs

Mit Hilfe der Kommutatoreigenschaften der Zweitquantisierungsoperatoren ergibt sich
fiir die unitire Transformation U = e A, Damit ist die Orbitaltransformation in der ur-
spriinglichen Basis ausgedriickt. Wie A auf den relativistischen Fall und auf eine Spinor-
basis verallgemeinert wird, ist ein Gegenstand dieser Arbeit und wird in Abschnitt 3.5
diskutiert.

3.2.2 Die MCSCF-Gleichungen

Sei nun A die spinabhingige Verallgemeinerung des Operators A und Seine Parameteri-
sierung im Konfigurationsraum (Niheres in 4.1), so 148t sich eine normierte Ansatzwel-
lenfunktion aufstellen:
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0’ >=e*e%)0 > (3.2)

Der entsprechende Energieerwartungswert dieser Wellenfunktion nimmt dann die Gestalt

E(AASS) = <0leSe Aied)0 > (3.3)
~ (0[H]0)+(0|[AH]|0) (3.4)
+(0[[8R]]0)+ 3 (0][A [AR]][0)
+5 (0| 1§ [$R][0)+ 3 (0[S [A AT 0)
+3(0][A.[8A]]]0). 35

an, in der er nach Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) entwickelt wurde. Der Erwartungs-
wert hingt nun allgemein auch von den komplex konjugierten Parametern ab!. Durch
Einfiihrung der folgenden Notation

(0|R]0) = Eo
(O[[AR][0) = AE
(0/[SR]]0) = SV

(0|[A,[A.R A'GA

kann der Energieerwartungswert in Matrixform dargestellt werden:

E(AA".SS)~Ey+( A" ;T)<\E/>+%(A_T S)(Zg

A

v ) < S > . (3.6)

Die erste Zeile bezieht sich nun auf den Spinor—, die zweite auf den Konfigurati-
onsraum. Fiihrt man in letzterem eine Optimierung mit einer vollstindigen Entwick-
lung in der betreffenden Basis durch (Full-Cl), so verschwindet der Konfigurationsgra-
dient V und man gelangt zu einem Spezialfall des MCSCF, der Complete—Active—Space—
(CAS) SCF-Methode, die wegen ihrer groen Bedeutung separat diskutiert werden soll.
Die Minimierung des Energieerwartungswertes ist prinzipiell auf verschiedenerlei Weise
moglich. Zwei wichtige Verfahren werden hier im folgenden diskutiert:

I N

'In den technischen Realisierungen dieser Arbeit wird allerdings stattdessen mit Real— und Imaginéirtei-
len gearbeitet
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3.2.3 Losung des MCSCF-Gleichungssystems
Quasi—Newton—Raphson—Verfahren

Wendet man die Minimierungsbedingungen (3.1) direkt auf (3.6) an, so erhilt man ein
Newton—Raphson—Gleichungssystem

(5)+(28)(8)-(5)

Hier wird vorausgesetzt, daf} die Optimierung im Konfigurationsraum mit einer vollstdandi-
gen Entwicklung durchgefiihrt wurde, man also ein CASSCF anstrebt. Eade und Robb
[92] skizzieren die Minimierung und ein Verfahren zur Erstellung einer genédherten Hes-
sematrix.

Das Gleichungssystem (3.7) wird zunéchst algebraisch gefaltet, und mit der Definition
M’ =G~ ZH'Z" erhilt man

F+GA=0, (3.8)

wenn man annimmt, dal die Kopplung von Spinor— und Konfigurationsparametern,
reprisentiert durch Z, klein ist. Dies ist einerseits in aller Regel eine akzeptable Annahme,
besonders in Anbetracht der Tatsache, daf} keine exakte Hessematrix, sondern nur eine gu-
te Approximation gefordert ist, die die Konvergenz des iterativen Verfahrens ermoglicht.
Somit verbleibt in Gl. (3.8) nur die Spinor—Spinor-Hessematrix G.

Die iterative Anndherung an die volle Losung A durch Ansatz einer nullten Ndherung
und Berechnung des Residuums etc. ist auf diesem direkten Weg im MCSCF problema-
tisch, weil man auf lineare Richtungssuche angewiesen ist. Die Methode von Murtagh
und Sargent [93] umgeht diese Schwierigkeit durch iterativen ,,update der inversen Hes-
sematrix S= G~ !. Diese wird hierbei nach folgender Rekursionsformel bestimmt:

Ac-Ac S, FeFicn)] [Ac A -8, FeFen)]
(Fx—Fix 1)’ [Ak_Ak—l -5 (Ek_Ekfl)]

(3.9)

S=5,+

Den Startpunkt bildet der Iterationspunkt kK = 1. Benotigt werden also eine nullte
Niherung A, der Gradient F(, und eine approximative Spinorhessematrix G, die diagonal
angesetzt wird, so daf} die Invertierung trivial ist. Der Schrittvektor AA, :_Al — A, ergibt
sich zu AA| = —§OE0, so dafl man direkt A; und durch Ableitung den neuen Gradien-
ten F; an dieser Stelle erhilt. Mit Hilfe von 3.9 bestimmt sich die inverse Hessematrix
usw. . Als Konvergenzkriterien setzt man einerseits einen Minimalwert fiir den Gradien-
ten (F,, < §,)), einen Minimalradius fiir die Schrittlinge (AA, < én) und schliefflich eine
Obergrenze fiir die Verdnderung der MCSCF-Energie von einer Iteration zur nédchsten.

Der Weg zu einer geniherten Hessematrix der genannten Art wird in dieser Arbeit im
Rahmen des spinabhingigen MCSCF/CASSCEF erldutert und die Berechnung der Matri-
xelemente explizit vorgefiihrt. Details finden sich im vierten Kapitel.
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» Preconditioned Conjugate Gradient* (PCG) -Methode

Dieses Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme hat sich in der Quantenche-
mie als sehr erfolgreich erwiesen [94]. Eine eingehende Diskussion findet sich in [95].
Im wesentlichen iteriert man auf das Verschwinden eines Residuums fiir den Losungs-
vektor A hin und muf} dabei in jedem Iterationsschritt nur eine Matrixmultiplikation der
Hessematrix mit dem aktuellen Residuum durchfiihren. Der Restaufwand entspricht dem
der Berechnung von sechs Skalarprodukten in der Dimension des Problems, so daf} das
Verfahren fiir diinn besetzte Hessematrizen sehr giinstig wird. In jeder Iteration ist dabei
die Suchrichtung zur der der vorangegangenen Iteration konjugiert (d.h. orthogonal), so
daB Konvergenz spitestens nach einer Anzahl von Iterationen eintritt, die der Dimension
des Problems entspricht. Approximiert man ferner die positiv definite Hessematrix gut
durch eine Vorkonditionierungsmatrix, so 148t sich zeigen, dal man trotz des zusétzlichen
Aufwandes, der durch die Losung des zusitzlichen Gleichungssystems mit dieser Ma-
trix entsteht, eine lohnenswerte Konvergenzbeschleunigung erzielen kann. Die geeignete
Wahl der Vorkonditionierungsmatrix wird von mehreren Autoren diskutiert (in [95]).

3.24 CASSCF-Verfahren

Diese Variante des MCSCF nimmt eine zentrale Stellung ein. Wenn sich die Frage stellt,
wie man eine qualitativ richtige Beschreibung des Valenzraumes eines Molekiils und
damit seines Verhaltens bei Dissoziation, der Art der Molekiilbindung selbst oder sei-
ner Reaktion mit einem anderen System erhalten kann, so ist es fast in aller Regel eine
CASSCF-Rechnung, die eine erste Ubersicht iiber die Verhiltnisse im Valenzbereich des
Molekiils liefert [96, 97]. Typischerweise dient ein CASSCF zur Ermittlung des ener-
getisch tiefstliegenden Zustandes einer bestimmten Symmetrie und zur Erzeugung einer
»guten” Einteilchenbasis fiir diese Symmetrie. Angeregte Zustidnde des Systems werden
anschlieBend unter Verwendung dieser optimierten Basis mit Hilfe von CI-Programmen
ermittelt, wobei es sich bei diesen Zustinden durchaus auch um solche einer anderen
Symmetrie handeln kann, wie in einer Studie am Platinhydridmolekiil gezeigt [98]. Bei-
spiele fiir Rechnungen mit CASSCF-Orbitalen verschiedener Symmetrien finden sich
ebenfalls in [98] und in [99] fiir Thoriummonoxid.

Zum Spezialfall des MCSCF wird die CASSCF-Methode durch die Aufteilung des
Orbital- (Spinor-) raumes in einen inaktiven, einen aktiven und einen virtuellen Teil-
raum. Die Funktionen des inaktiven Teilraumes bleiben dabei stets voll besetzt?, die des
virtuellen giinzlich unbesetzt. Im aktiven Teilraum? hingegen werden alle moglichen Sla-
terdeterminanten konstruiert (und gegebenenfalls zu CSF linearkombiniert) und in die-
sem Raum eine Full (F)CI-Optimierung der entsprechenden Entwicklungskoeffizienten
durchgefiihrt. Der entscheidende Schritt ist demzufolge die Auswahl des aktiven Teil-
raumes, die mit groBer Sorgfalt vorgenommen werden muf. Einerseits wird zwar eine

2zwei Elektronen im Fall von Orbitalen, eines im Spinorfall

Die aktiven Orbitale sind allgemein variabel besetzt; transformiert man sie nach einem Optimierungs-
schritt auf natiirliche Orbitale [ 100, 101], so ergeben sich reelle Besetzungszahlen zwischen 0 und 2. Hierauf
wird im sechsten Kapitel ndher eingegangen.
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vollstdndige Entwicklung (im Fockraum) durchgefiihrt, andererseits jedoch kann die An-
zahl der gewihlten Funktionen eine gewisse Hochstgrenze nicht iiberschreiten, da die
Zahl der Entwicklungsterme sonst nicht mehr handhabbar wire. Die Weyl-Formel (in

[96])
N _25+1( n+1 n+1
A T (Vs )\ Nisq

mit N als Zahl aktiver Elektronen, n aktiven Orbitalen und einem Gesamtspin S gibt
die Linge einer solchen Entwicklung im nichtrelativistischen CASSCF an. Bei 10 Elek-
tronen in 10 Orbitalen ergébe sich fiir einen Triplettzustand bereits eine Entwicklungslédnge
von ca. 10° Termen.

Bei der Auswahl der aktiven Orbitale ist darauf zu achten, da3 die bindungsbildenden
Funktionen Beriicksichtigung finden; desweiteren ist es wichtig, dafl den als vorwiegend
besetzt angenommenen, bindenden Orbitalen entsprechende antibindende Pendants zur
Seite gestellt werden, so daB} eine ausgewogene Beschreibung statischer Korrelation, d.h.
Nahe-Entartung von Systemkonfigurationen, ermoglicht wird. In [98, 99] wird ausfiihr-
lich dargestellt, wie brauchbare aktive Rdume konstruiert und die betreffenden CASSCF-
Rechnungen durchgefiihrt werden.

Das im fiinften und sechsten Kapitel beschriebene Programm ist ein allgemeines di-
rektes CI-Programm, kann also die fiir das CASSCF notwendige FCI-Optimierung unter
Verwendung spinabhingiger Hamiltonoperatoren durchfiihren. Zudem wird im folgenden
Kapitel der spinabhidngige Formalismus fiir die Optimierung im Spinorraum im Detail
dargestellt, womit die Grundlage fiir spinabhiingige CASSCF-Berechnungen gelegt ist.

3.3 Zeitumkehr und die Kramershasis

3.3.1 Grundlegendes

Ein zentraler, aus der Quantentheorie lokaler Felder direkt deduzierbarer Satz ist das CPT-
oder Liiders—Pauli-Theorem [102, 103]. Es besagt, da3 die Grundgleichungen dieser
Theorie invariant unter gleichzeitiger Anwendung der Operatoren fiir Ladungskonjuga-
tion (C), rdumliche Inversion (P) und Zeit— (oder besser Bewegungs—) umkehr sind, CPT
also eine Symmetrie der Theorie ist. Man kann diese Aussage formal als die Giiltigkeit
folgender Beziehung fiir ein Skalarprodukt darstellen:

(Wo,01(X1) - 0n(%n)Wo) = (—1)”iF (o, —n(Xn) ... — 01 (x1) o)

Wy steht fiir den Vakuumzustand, ¢; ist ein Spinor—Feldoperator, J bezeichnet die
Anzahl der Indizes, die sich auf komplex konjugierte Transformationen der speziellen
komplexen Lorentzgruppe beziehen, und F die Anzahl der halbzahligen Spinorfelder.
Formal bedeutet eine CPT-Operation, daf} alle Feldoperatoren ¢(X) durch ¢(—X) ersetzt
werden und ihre Reihenfolge umgekehrt wird. Auf dem Weg zu einer Quantentheorie
der Gravitation wurde versucht [24], mittels spontaner Brechung der CPT-Symmetrie
kosmologische Phianomene wie den kosmologischen Zeitpfeil zu erkldren, indem man
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beispielsweise symmetrische Superpositionen der Wellenfunktionen fiir die Riickwirts—
und die Vorwirtsrichtung in der Zeit bildete. Ein neuerer Ansatz beschreibt ein Univer-
sum ohne Randbedingungen, in dem die Wellenfunktion des Universums invariant unter
CPT-Operation ist [23, 104]. In den angesprochenen Feldtheorien — und damit auch in
allen approximativen Ansitzen dieser Arbeit — bleibt die CPT-Symmetrie jedoch unan-
getastet. Geht man ferner davon aus, dall CP—verletzende Prozesse keine Rolle spielen, so
148t sich unmittelbar folgern [104], da3 die Operation T alleine auch eine Symmetrie der
Theorie sein muB3. So kann die Invarianz der Diracgleichung unter Zeitumkehr ohne allzu
groflen Aufwand verfiziert werden [60].

Angesichts des hohen Rechenaufwandes, der bei der quantenchemischen Behandlung
von Vielteilchensystemen unter expliziter Beriicksichtigung des Spins getrieben werden
mubB, bietet die Ausnutzung der Zeitumkehrsymmetrie die Moglichkeit, die Anzahl der zu
berechnenden Terme um nahezu einen Faktor zwei zu reduzieren. Wie dies im einzelnen
zustande kommt, wird im fiinften Kapitel beschrieben. Der niichste Abschnitt erldutert in
einiger Ausfiihrlichkeit, wie ein Operator der Zeitumkehr konstruiert und seine Wirkung
auf Basisfunktionen dargestellt werden kann. In den folgenden Abschnitten wird dieses
Konstrukt verwendet, um Zweitquantisierungsoperatoren an die Zeitumkehrsymmetrie zu
adaptieren, so daf sich alle Ausdriicke nach dieser Symmetrie klassifizieren lassen.

3.3.2 Folgerungen. Das Kramers-Theorem

Zur Konstruktion des Bewegungsumkehroperators geht man vom Schrédingerbild zur Be-
schreibung der Zeitabhingigkeit der Wellenfunktion aus [105]:

(1) = e i) (3.10)
Sei nun K der Operator der Bewegungsumkehr und [k ) = K |¥). Man fordert fiir den

~

K—transformierten Zustand die negative Zeitentwicklung geméf

Wk(D) = RP()=e" )y
= |P(t)) =R letiHR p) (3.11)

Vergleich von (3.10) mit (3.11) liefert dann

R-1et#HtR — g~ #HL, (3.12)

Entwickelt man die e-Funktionen in Potenzreihen und beriicksichtigt nur Glieder bis zur
ersten Ordnung, so gelangt man zu folgender Beziehung

R-NIAR = i
fiir den Hilbertraumoperator K der Bewegungsumkehr. Die Annahme der Linearitiit
fiir K wiirde dann, wie man leicht zeigen kann, in allgemeinen Eigenwerten E und —E
von H resultieren und hitte als Konsequenz die Instabilitit der Materie, was aller Beob-
achtung widerspricht. Da K als Symmetricoperator aufgrund des Wignerschen Theorems
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(in [105]) unitidr oder antiunitdr sein muf3, bleibt nur die Antilinearitét als sinnvolle Ei-
genschaft iibrig. Daraus folgt direkt die Vertauschbarkeit von K mit H.
Das Verhalten von Observablen unter aktiven Symmetrietransformationen wird durch

Ak = K=1AR

beschrieben. Die Bewegungsumkehr soll als Zeitspiegelung um den Zeitpunkt t = 0 auf-
gefalit werden, so dal} sich fiir Ortsoperatoren ergibt:

Qk(0) = Q(0)
k() = Q(-1)

Fiir alle geschwindigkeitsbestimmten Operatoren resultiert jedoch, wie sich leicht zeigen
1aBt:

éK(t) = _éK(_t)
Pc(t) = —Fx(-1)
L) = —Lg(-t)

Die Antilinearitit von K macht die Einfiihrung einer Quantenzahl fiir die Bewegungs-
umkehr unméglich, weil eine Umnormierung angenommener Eigenvektoren von K zur
Anderung der zugehorigen Eigenwerte fiihrt. Letztere haben aus diesem Grund auch kei-
ne physikalische Bedeutung. Vielmehr 1Bt sich zeigen, daB fiir K

K?=al
gilt, und daB a reell ist und die Werte 41 oder —1 annehmen muf}. Hieraus kann man das
wichtige ,,Kramers—Theorem* ableiten:

Es gelte die Eigenwertgleichung H|E >= E|E > und K? sei —1. Wenn H und K
vertauschen, so ist auch (K|E >) Eigenfunktion von H zum selben Eigenwert E. Dann
mufl E mindestens zweifach entartet sein. Wire dies ndmlich nicht der Fall, so folgte
K|E >= |E > und damit K?|E >= |E >, was der Annahme widerspricht. Im Falle von
K2 = 41 ist keine Entartung zwingend. Somit lautet das Kramers—Theorem zusammen-
gefalit [106]:

Ohne externe magnetische Felder ist der Hamiltonoperator invariant unter Bewegungs-
umkehr. Wenn K2 = —1, so kénnen die Energieniveaus n—fach entartet sein (n geradzah-
lig). Wenn K? = 41, so bringt die Bewegungsumkehrsymmetrie keine weitere Entartung
hervor.

Das Kramers—Theorem hat weitreichende Konsequenzen, die jedoch weiter unten
angeschnitten und mittels der praktischen Durchfiihrung niher erldutert werden sollen.
SchlieBlich muf3 noch der Bewegungsumkehroperator fiir ein Teilchen mit Spin S explizit
konstruiert werden, um die Wirkung auf fermionische Einteilchenfunktionen darstellen
zu konnen [26]:
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Man zerlegt K gemiB K = TKg; T stellt die unitire Transformation, Ky Komplexkon-
jugation dar. Die Wirkung von Ky ist mit Hilfe der Spin—Pauli—-Matrizen sofort einzusehen

Rosk] = s
RosKy = —s
RosK) = s

und mit KsK™ = —sund K = Kg'IA'Jf folgt direkt

—

L

—
i
|

—

—+ —
L L
—+ —
-+ -
|

S

—S,.

Dies sind nun genau die Beziehungen fiir eine Drehung des Spins um die y—Achse mit
dem Winkel nt. Sie kann durch

N

T = e—lh’l'ESy ot _i%Gy

dargestellt werden (speziell fiir Fermionen mit S = %). T ist bis auf einen Phasenfaktor
festgelegt, der hier aber getrost gleich eins gesetzt werden kann. Nach Potenzreihenent-
wicklung der e-Funktion und Gruppierung der Terme in eine Sinus— und eine Cosinus-
reihe, lautet K schlieBlich als zweikomponentiger Operator®

K = —iGyK().

Im Vielteilchenfall ist K einfach das Tensorprodukt der Bewegungsumkehroperatoren fiir
jedes Einzelteilchen.

Die rdaumlichen Teile der verwendeten Basisfunktionen sind stets reell. Zwar enthalten
die GauBfunktionen komplexe Kugelflichenfunktionen, jedoch werden hier deren reelle
Linearkombinationen verwendet. Somit geniigt es, bei der Wirkung von K auf die Basis-
funktionen den Spinteil zu betrachten. Seien

(1) 5-(0)

dann ergibt sich sofort

(0 (1)) ()

KB = —a

“Den entsprechenden Hilbertraumoperator fiir Dirac—Spinoren bildet man einfach iiber das Tensorpro-
dukt K% =1, ®K
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Die Spinfunktionen o und 3 stellen also das einfachst mogliche Beispiel eines Kramers—
Paares dar. Am Beispiel dieses Einfermionenzustandes sieht man leicht ein, daf} sich die
Gleichung K2 = +1 auf geradzahlige Mehrfermionenzustinde und analog K> = —1 auf
ungeradzahlige Mehrfermionenzustinde verallgemeinern 146t. Insgesamt gilt fiir n Fer-
mionen:

KZ — (_1)n

3.3.3 Kramersbasisvon Spinoren

Die im folgenden zur Anwendung kommende Basis ist ein Satz von zweikomponentigen
Funktionen im Hilbertraum, der allgemein aus einem Produkt von skalaren, rein rdum-
lichen Funktionen und Spinfunktionen gebildet wird. Hierbei sind als Spinfunktionen
nicht nur einfache o— und -Funktionen zugelassen, sondern auch beliebige Linearkom-
binationen dieser. Diese ergeben sich aus der jeweiligen Doppelgruppensymmetrie (siche
dort) des betrachteten Systems. Um Zeitumkehrsymmetrie ausnutzen zu konnen, wird
den Spinfunktionen allerdings auferlegt, da} sie paarweise durch Anwendung des Zeit-
umkehroperators auseinander hervorgehen, und zwar gema0:

Koy = ¢
Ko = —o

Der Basissatz besteht folglich aus einem Satz von Funktionen der Art ) (unbarred
oder im folgenden als ,,ungequert* bezeichnet’) und einem der Art ; (barred oder ,.ge-
quert®.). Zur Vereinfachung wird spéter schlicht ein gequerter oder ungequerter Index als
Reprisentant der eigentlichen Funktion gebraucht.

Die Basisfunktionen, die in den im fiinften und sechsten Kapitel beschriebenen Pro-
grammen zur Anwendung kommen, sind molekulare Spinoren. Ein solcher Spinor besteht
dann aus einer Linearkombination verschiedener riumlicher Funktionen mit den entspre-
chenden Spinteilen, so dal nur atomare Funktionen ein und derselben Symmetrie in der
Doppelgruppe enthalten sind. Es werden zwei Sitze gebildet, ein ungequerter und ein ge-
querter molekularer Spinorsatz, wobei die einzelnen Spinoren paarweise mit einem Part-
ner des anderen Satzes iiber K gekoppelt sind. Die Struktur der sich daraus ergebenden
Transformationsmatrizen wird im fiinften Kapitel eingehend diskutiert.

3.4 Operatorenin der Kramersbasis

Der Hamiltonoperator, der im folgenden zur Anwendung kommen soll, ist allgemein spi-
nabhingig, das heift er hdangt auch von komplexen Groflen ab. Er wird, wie der gesamte
Formalismus dieser Arbeit auch, in zweiter Quantisierung dargestellt. Um eine Symme-
trieblockung in beziiglich Bewegungsumkehr symmetrische und antisymmetrische Aus-
driicke zu gewdhrleisten, miissen die entsprechenden Erzeuger der unitdren Gruppe, die

SDer Einfachheit halber sei das Verb »~queren™ erfunden. Es ist als schwaches Verb definiert; das Imper-
fekt lautet also ,,querte” , das Perfekt ,,gequert”.
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Basisoperatoren aller Observablenoperatoren, daraufhin angepalit werden. Eine Arbeit
von Aucar et al. [107] dokumentiert das Verfahren; die wesentlichen Punkte sollen hier

kurz angesprochen werden:
Ein allgemeiner hermitescher oder antihermitescher, relativistischer Einelektronen-

operator kann in zweiter Quantisierung als
2N
W =Y Wl
13

geschrieben werden. Hierbei bezeichnet N die Anzahl der Orbitale in der Basisent-
wicklung. Fiihrt man, wie oben beschrieben, Kramerspartner ein, so lautet W:

N
W=3 = (Wial T3+ WT T+ W T 9+ Wil 3)

Mit Hilfe der Eigenschaften von K erhilt man

N
W=y = (vvijl FIEWST T+ T q:vw;ﬂj) .
1
Die wechselnden Vorzeichen resultieren daraus, ob W symmetrisch oder antisymme-
trisch bzgl. Bewegungsumkehr ist. Hier werden beide Fille gleichzeitig betrachtet. Ersetzt
man nun in den sonst iiblichen E-Operatoren (z.B. [108], Singulett— bzw. Triplettopera-
toren, siche auch [18]) die o— und B-Spinorbitale einfach durch die korrespondierenden

Kramerspaare, so lauten die Operatoren

ES = 1734173
B = [IRE AN}

Die ,+° —Linearkombination zeigt Invarianz, die andere Varianz bzgl. Bewegungs-
umkehr. Unter Verwendung dieser Definitionen stellen sich Real- und Imaginérteil des

Operators W wie folgt dar:

Re(\W) = EN)[ReV\AJ )5 + Re(Wf,)E; ]
J

N
W) = (i) I mg
13

Zwar lassen sich Real- und Imaginirteile getrennt entweder rein symmetrisch oder
rein antisymmetrisch darstellen, nicht aber der gesamte Operator. Diese ernste Konse-
quenz vernichtet die Moglichkeit der Symmetrieblockung. Fiihrt man jedoch eine neue
Definition der Basisoperatoren gemif3

X5 = 119+3T
X = [IRE=NA (3.13)
xﬁg = 1"JFJT.
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ein, so bleibt die Bewegungsumkehrsymmetrie erhalten. Im néchsten Abschnitt wird
erldutert, welche Form allgemeine Operatoren auf diese Weise annehmen.

Zusammengefalit kann man sagen, dafl bei gegebenem Bewegungsumkehrverhalten
eines Operators dieser in folgende X—Operatoren zerfillt:

‘ hermitesch antihermitesch
X+ X~
X~ X+

K —invariant
K — variant

Die adjungierten Operatoren ergeben sich zu

e i

X5 = (NJ_JW) = -TT=x, (3.14)
et e

xl,j — (lTJ+JTI) :JTI+ITJ:XJ_T (3.15)

_T - _

X3 = % (3.16)

Die entsprechenden Zweiteilchenoperatoren konnen unter denselben Voraussetzungen all-
gemein wie folgt dargestellt werden [65]:

X% = XIXE — 51T — 5,8 3L — 8,01 TK — 55,8, 3K, (3.17)

S; und S, sind wieder Superindizes fiir die Bewegungsumkehrsymmetrie. Jeder benotig-
te X—Operator kann nun durch queren der betreffenden Indizes erzeugt werden. Hierbei ist
zu beachten, dal} ein Spinor und sein gequertes Pendant niemals dquivalent sein konnen,
d.h.

8,3=(1]0) =0. (3.18)

Natiirlich verschwindet das Integral auch dann, wenn | = J. Formel (3.17) ist lediglich
der Ausgangspunkt zur Ermittlung der eigentlichen Zweiteilchenoperatoren. Will man
beispielsweise genau den Term mit den Indextypen | JKL erhalten, so sind also der dritte
und vierte Term auf der rechten Seite von (3.17) gleich null, eben weil das Uberlap-
pungsintegral zweier Spinoren aus den verschiedenen Kramersbasissitzen verschwindet.
Ist man am Operator mit den Indextypen [JKL interessiert, so erhélt man folgenden Aus-
druck:

Xl—s‘l]f(ZL = XI—SJ1 X;ZL - S‘JKI_TL + 519 KjTL
Es ist desweiteren zu beachten, daB wegen K> = —1 ein doppelt gequerter Index ein
Minuszeichen ,.erzeugt®.

Die hergeleiteten Operatoren sind nicht nur im besprochenen Sinne symmetrieadap-
tiert, sie stellen auch eine natiirliche Basis fiir jeden spinabhingigen Operator in zweiter
Quantisierung dar und ersetzen damit die spingemittelten Operatoren nichtrelativistischer
Theorien. Auf diese Weise ist eine erhebliche Verallgemeinerung des Formalismus ge-
lungen. Die enormen Auswirkungen auf die zu berechnenden Terme, sowohl theoretisch
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als auch programmtechnisch, werden in den folgenden Kapiteln deutlich. Essentiell ist
in diesem Zusammenhang, daf fiir auftretende Kommutatoren die folgenden allgemeinen
Beziehungen gelten:

3.5 Parameterisierung mit Bewegungsumkehrsymmetrie

Um die Transformationen im Spinorraum durchzufiihren, wird ein unitidrer Operator bendtigt,
der als Exponentialfunktion eines antihermiteschen Operators geschrieben werden kann:

v=e
A wird folgendermaBen hergeleitet: Wie erwihnt ist

A= 2 {Auafa] +Aga|iaj+A,—Ja]jaJ +A,ja,Taj} .
1J

A enthiilt also vorerst vier unabhingige Parameter, die aus den verschiedenen Bewe-
gungsumkehrtermen herriihren. Wie auch im spinunabhédngigen Formalismus transfor-
mieren sich die Teilchenerzeuger auf dieselbe Weise wie die Zustinde [9], also

val, vl = &
valv-! = a

Unter Bewegungsumkehr ergeben sich folgende Beziehungen:

Ral,R ' = o
Ral R = —a

Ein transformierter Operator 146t sich mit Hilfe einer BCH-Entwicklung als
A Lrara
a,=va,v!i=al + [A,a{,l] +5 [A, [A,aﬁ,,“ +...

schreiben. Die Kommutatoren von A mit einzelnen Operatoren lassen sich leicht berech-
nen, so da3 man bei Entwicklung bis zur ersten Ordnung erhilt:

~ al )
ay ~al, +§I: {Au\/léhT +Allvlar}
Die Terme hoherer Ordnung ergeben Ausdriicke wie beispielsweise

Y Act ALK,
KL
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wenn man nur den jeweils ersten Term der beiden beteiligten Entwicklungen betrach-
tet. Da sich die Operatoren stets zu einfachen Erzeugern reduzieren und man dariiberhin-
aus an einer linearen Parameterisierung interessiert ist, kann man die in A quadratischen
und hohere Terme vernachléssigen. Analog ergibt

afmza*m+§lj{Amali+A,maf}. (3.19)

Man erhilt einen Ausdruck fiir a*m auch mit Hilfe der Bewegungsumkehroperation,
nidmlich

al = RaK ! %aKAjLzI:{ATMar—AIfMa,T}, (3.20)

wobei die Wirkung der Bewegungsumkehr auf die Operatoren und Parameter verwen-
det wird. Die Parameter werden dabei schlicht komplex konjugiert, da sie einfache Skalare
sind. Somit ergeben sich durch Vergleich von (3.19) und (3.20) folgende Beziehungen fiir
die Parameter:

Am = Awm
“Aw = Aw

Nun mull noch die (geforderte) Antihermitezitit von A verwendet werden, um die
komplexen Parameter wieder in reelle zu iiberfiihren:

A = (HAM)" = (AmI) = (MIAT|1)
= —(MJAll) = —Ay
und ebenso
Ai’kM = A

Kombination der letzten vier Gleichungen liefert
At = Aw
A = Awm-

Mit Hilfe dieser Beziehungen, einfacher Umbenennung von Indizes und den Defini-
tionen der Einteilchen—X—Operatoren gemif 3.13 liBt sich A dann schreiben als

" N | s 5

Der Operator A reduziert sich infolge dieser Betrachtung auf drei unabhiingige Pa-
rameter und ist auferdem vollstindig in Form von X ~—Operatoren dargestellt, was eine
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konsistente Entwicklung des Formalismus ermdglicht und die nachfolgenden Berechnun-
gen wesentlich erleichtert. Der entscheidende Punkt ist jedoch, daf} die Bewegungsum-
kehrsymmetrie von A auf ,,— festgelegt ist (sprich, die Operatoren der Entwicklung sind
symmetrisch bzgl. Bewegungsumkehr), was die Ausnutzung dieser Symmetrie im wei-
teren erst moglich macht. Zum SchluB soll noch die Antihermitezitit von A verifiziert
werden:

3.6 Gruppentheorie

Die konsistente Behandlung eines spinabhiingigen Vielteilchenproblems muf} allgemein
zwangslidufig mit dem vollen Kalkiil der Doppelgruppentheorie durchgefiihrt werden. In
dieser Arbeit und im Programm selbst soll fiir alle in Frage kommenden Symmetrie-
gruppen die volle Doppelgruppensymmetrie ausgenutzt werden, so dafl Erweiterungen
des Programmcodes auf hohere Doppelgruppen nur noch technische Anderungen erfor-
dert, aber keine prinzipiellen Probleme aufwirft. Dies bedeutet nicht, daf stets die hochst
mogliche Symmetriegruppe, in der ein System behandelt werden konnte, auch tatsdchlich
Anwendung findet, sondern daf} (in aller Regel) eine Symmetriegruppe, die eine Unter-
gruppe der hochsten Symmetriegruppe ist, gewihlt wird und die Wellenfunktion, die Sla-
terdeterminanten, Basisfunktionen etc. nach den irreduziblen Darstellungen dieser Dop-
pelgruppe klassifiziert werden. Die Griinde fiir die Wahl einer Untergruppe sind tech-
nischer Natur und werden in der Folge noch angesprochen. Neben dieser theoretischen
Motivation bietet die Anwendung der Doppelgruppensymmetrie aber auch die Moglich-
keit, anspruchsvollere Fille behandeln zu konnen, ohne dafl der Rahmen des Programms
gesprengt wird.

Die explizite Berticksichtigung des Elektronenspins in Basisfunktionen, aus denen die
CASSCF-Wellenfunktion letztendlich gebildet wird, d.h. den molekularen 2—Spinoren,
macht ein neues Konzept fiir die Behandlung der Symmetrieeigenschaften der betrach-
teten Systeme erforderlich. Raumliche Transformationen, beispielsweise Rotationsopera-
tionen, haben nun auch Auswirkungen auf die vorhandenen Spinfunktionen; allgemein
wird eine Rotation im vollen Funktionenraum wie folgt dargestellt:

R— g iOnlg-ions

Y

Bahndrehimpuls und Spin sind hier die Erzeugenden der Rotation. Mit Hilfe von Eu-
lerwinkeln [109] lassen sich nun die Rotationen im Spinraum als 2 x 2—Matrizen darstel-
len, die unitér sind und die spezielle unitidre Gruppe in zwei Dimensionen SU(2) bilden.
Uber eine Basistransformation 1:iBt sich eine Abbildung der riumlichen Rotationen auf
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diese Liegruppenelemente finden, wobei zwei Elementen der SU(2) jeweils ein Element
der Liegruppe der einfachen raumlichen Rotationen, die die SO(3) bilden, zugeordnet
ist [106]°. Dies bedeutet also, daB die Abbildung der SU(2) auf die SO(3) keinen Iso-
morphismus darstellt. Dieser Sachverhalt hat weitreichende Konsequenzen: Die iiblich
verwendeten Punktgruppen miissen um jeweils genausoviele Symmetrieelemente erwei-
tert werden, wie sie urspriinglich enthalten, ndmlich um die mit R(ov = 3 = 0,y = 2m)
gedrehten Operationen. Damit verdoppelt sich die Gruppenordnung und man spricht von
Doppelgruppen.

In der vorliegenden Arbeit erfolgt die Implementierung mit der Doppelgruppe D3,
und deren Untergruppen. Das folgende Bild veranschaulicht diese Untergruppenstruktur:

VARN

Con

\/%/ \
\//

Die Griinde fiir diese (vorldufige) Auswahl sind folgende: Die vollen Symmetriegrup-
pen, die fiir zweiatomige Molekiile relevant sind (CZ,, D%, ), sind auch im vorliegenden
spinabhiingigen Fall so problematisch wie in den spinunabhingigen Programmen, da der
zusitzliche Aufwand, der durch nicht—eindeutige Verkniipfungen von irreduziblen Dar-
stellungen — d.h. direkte Produkte von Operationen, die reduzible Darstellungen erge-
ben — entsteht, den Gewinn durch Ausnutzung der vollen Symmetrie eher iibersteigt.
Auch bei einigen Doppelgruppen des obigen Schemas entsteht diese Problematik, jedoch
schlimmstenfalls fiir Fermionen—Irreps, die maximal zweidimensional sind. Ein Verfah-
ren, das zur Ermittlung von Basisfunktionen fiir diese Gruppen geeignet ist, wurde von
Visscher vorgestellt [110]. Grundsitzlich riicken damit auch Gruppen wie Oy, oder T in
den Bereich des Durchfiihrbaren, aber ihre Behandlung ist erheblich komplizierter. Da die

6 Alternativ findet man diese Darstellung der SU(2) auch durch Einsetzen der Spin—Pauli-Matrizen in
obige Rotationsvorschrift, diverse Fallunterscheidungen und schlieflich Gruppierung der verbleibenden
Terme in den Summen der entwickelten e-Funktionen zu Sinus— und Cosinus—Ausdriicken.
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Systeme, die mit dem vorliegenden Programm berechnet werden sollen, nicht unbedingt
in letztere Gruppen fallen, wird von ihrer Behandlung zunéchst abgesehen. Zudem kann
in einem solchen Fall auch eine hohe Untergruppe herangezogen werden, was in der Re-
gel auch einen befriedigenden Ansatz darstellt. Die Charaktertafeln der Doppelgruppen
mitsamt deren Eigenschaften sind in [111] zu finden.

Die betreffenden Doppelgruppen werden zunéchst in drei Gruppen eingeteilt. Diese
Einteilung hat auch programmtechnische Konsequenzen (siehe Kapitel fiinf). Folgende
Formel gibt die Kriterien dafiir an, ob die Fermionen—Irreps einer bestimmten Doppel-
gruppe in den Wigner—Fall a, b oder c fallen [112]:

| 1—»Fala) C.G
Ya()=4{ 0—Falb)  C,CsCn
S —1—)Fa” C) C—Z\hD—27D—2h

o>l

Die Summe lduft dabei iiber alle Symmetrieelemente der Doppelgruppe. Die Wigner—
Fille korrespondieren noch mit einer weiteren Eigenschaft der Gruppe:

Fall a | quaternionische Matrixgruppe

Fall b | komplexe Matrixgruppe

Fall ¢ | reelle Matrixgruppe

Im Falle einer reellen Matrixgruppe lassen sich die Matrixelemente von spinabhiin-
gigen Operatoren iiber konstruierte symmetrieadaptierte Basisfunktionen auf reelle Form
bringen. Dies ist eine erhebliche technische Vereinfachung, da die Abwicklung der CI-
Algorithmen mit voll komplexwertigen Matrixelementen vergroferten rechentechnischen
Aufwand bedeutet. Die librigen komplexen und quaternionischen Matrixgruppen werden
in der vorliegenden Implementierung als komplexwertig betrachtet.

Im folgenden soll skizziert werden, wie man symmetrieadaptierte Basisfunktionen fiir
alle erwédhnten Doppelgruppen finden kann. Die oben erwéhnte Arbeit von Visscher liefert
den Beweis, daB3 man im Fall c reelle Matrixelemente aufstellen kann. Zunichst aber sei
die Konstruktion an der Doppelgruppe C; dargestellt, die eine abelsche Untergruppe von
C;, ist und ihr damit besondere Bedeutung zukommit.

Mit Hilfe der Eulerwinkel findet man die Darstellungsmatrizen der Symmetrieopera-
tionen im Spinraum fiir die vier Symmetrieelemente als

E — ((1)(1)) E—><_(1) _(1)>
G2 — ((') _(i)) Ez(z)—><_(i) ?) (3.22)

Zwar zerfillt die echte zweidimensionale Fermionen—Darstellung von C3,, hier in zwei
eindimensionale Darstellungen, aber die Matrizen lassen sich dennoch formal in 2 x 2—
Form auf 2-komponentige Spinfunktionen anwenden. Die Charaktertafel der Doppel-
gruppe CJ sei an dieser Stelle zur Illustration angefiihrt:
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CGlE E ¢ G
Lt 1 1 1
L1 1 -1 -1
;|1 -1 i —i
Tyl 1 -1 —i i

Die Projektoren auf die irreduziblen Darstellungen lauten damit:

P(FC‘;) — %[E+E+|C2 2) +iCy(2)]
P&) = %[E ~iCy(2) —iCy(2)]
P(Fg;) = %[E —iCy(2) +iCy(2)]
P& = l[E E+iCy(2) —iCa(2)]

Mit ihrer Hilfe findet man als Spinbasis fiir I'3 : o und fiir 'y : B. Der rdumliche
Anteil der 2—Spinoren transformiert sich nun entweder totalsymmetrisch (I'1) oder anti-
symmetrisch (I'2), so daB} sich die Gesamtsymmetrie der Spinoren in dieser Doppelgruppe
gemil

I®Il4 = T34
[L®I534 = T43

ergibt. Fiir Produktsymmetrien von Spinoren gilt dann, miti, j € {3,4}

Iy fiir i = |

Il = .
O] {Fl fiir i+ j.

Hiermit wird deutlich, daf} sich eine Vielteilchenfunktion nach einer fermionischen
irreduziblen Darstellung transformiert, wenn die Teilchenzahl ungerade, nach einer boso-
nischen Darstellung, wenn die Teilchenzahl gerade ist. Die Auswirkungen dieses Sach-
verhalts auf die Fockmatrizen und die Determinantenbasis des CI werden weiter unten
diskutiert.

Es ist wichtig, den Zusammenhang der Doppelgruppenoperationen mit der Bewe-
gungsumkehr klarzustellen: Wie gezeigt iiberfiihrt der Kramers—Operator K die primi-
tiven Spinfunktionen von o nach 3 und umgekehrt. Das bedeutet also, daf die Operation
der Bewegungsumkehr kein Symmetrieelement der Doppelgruppe ist, sondern vielmehr
die Funktionen, die die irreduziblen Darstellungen der Doppelgruppe aufspannen, mit-
einander in Beziehung setzt. Im Falle von C; sind dies die Funktionen der Symmetrien
I'3 mit ['4, wenn es sich um Funktionen handelt, die eine ungerade Zahl von Fermionen
beschreiben (daher Fermionen—Irreps). Wenn es sich hingegen um eine Funktion handelt,
die eine geradzahlige Anzahl von Fermionen beschreibt, so fiihrt die Bewegungsumkehr
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nicht zu einem Wechsel der Symmetrie, wie sich leicht zeigen 146t. Die physikalische Ur-
sache hierfiir liegt in den Transformationseigenschaften von Teilchen mit halbzahligem
Spin, die sich wesentlich von denen mit ganzzahligem Spin unterscheiden, wie in den
vorangegangenen Abschnitten iiber Bewegungsumkehr diskutiert worden ist. Zu beach-
ten ist weiter, dafl in den quaternionischen Matrixgruppen beide Spinfunktionen in ein
und dieselbe Darstellung fallen, somit K auch im Falle einer fermionischen Funktion kei-
nen Wechsel der Symmetrie verursacht, wenn es sich um eine geradzahlige Anzahl von
Fermionen handelt (bosonische Irreps). Bei der Programmierung muf} dies mit besonde-
rer Sorgfalt bedacht werden, weil die Spinoren, die zu einer Symmetrie gehoren, nicht
untereinander die Kramers—Paare bilden, sondern eben ihren Partner in der zugehorigen
anderen Symmetrie finden (im Falle von C3, C{ oder C;;,), obwohl in einer einzelnen Sym-
metrie ein Teil der ungequerten und ein Teil der gequerten Spinoren vorhanden ist. Bei
der Beschreibung der Integraltransformation in Kapitel 5 wird dies sehr deutlich werden.

Fiir die Doppelgruppe C¢ gelten exakt dieselben Ausfiihrungen wie fiir C3, nur daf3 in
Cs das Symmetrieelement eine Spiegelebene statt einer Drehachse ist. Die algebraische
Struktur der beiden Gruppen ist dquivalent.

Einige Worte seien noch zu der hochsten Doppelgruppe gesagt, die im CI-Programm
dieser Arbeit Anwendung findet, die Gruppe C5, . Hier gibt es jeweils vier bosonische und
vier fermionische Darstellungen, wobei letztere wieder paarweise untereinander iiber K
in Beziehung stehen. Da C5;, eine Untergruppe von D3, ist, werden hochsymmetrische
Systeme wie Atome und homonukleare, zweiatomige Molekiile vorzugsweise in dieser
Doppelgruppe behandelt. Systeme, denen eine zur Hauptdrehachse orthogonale Spiege-
lebene fehlt, werden in den D3, —Untergruppen C; oder C¢ berechnet. Die Spinoroptimie-
rung sollte dann allerdings unter Beriicksichtigung der vollen, d.h. nach D3, (C;, oder
D3) klassifizierten, Symmetrie der Spinoren durchgefiihrt werden, weil ansonsten in einer
groflen Basis eine betrichtliche Zahl von Rotationen mitbehandelt wiirde, die man durch
Symmetrie ausschlieen konnte.

3.7 DieMean—-Field—Naherung

3.7.1 Methode

Es ist hinldnglich bekannt [3], da} die Zweielektronenbeitrige des Spin—Bahn—Opera-
tors zu Valenzeigenschaften auch von Elementen der fiinften Periode nicht vernachléssig-
bar sind, obwohl bei solch schweren Atomen bereits die Einelektronenterme dominant
sind. Ein— und Zweielektronenbeitrige haben dabei umgekehrtes Vorzeichen, wodurch
eine Abschirmung der Einelektronenterme bewirkt wird. Es ist daher ein Verfahren ent-
wickelt worden, das die Zweiteilchenterme unter Zuhilfenahme eines effektiven Einelek-
tronenoperators mitberiicksichtigt [86]. Es beruht auf der Idee, dhnlich der Hartree—Fock—
Methode, die Zweielektronenbeitrige zu nihern, indem man eine bestimmte Besetzung
der mean—field-Orbitale annimmt, wobei sich dieser Orbitalsatz sowohl iiber den core als
auch iiber den Valenzraum erstreckt. Man erhilt auf diese Weise Fock—artige Matrixele-
mente des Spin—Bahn—Operators in der Determinantenbasis:
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<i|ﬂ§”o‘|1> IAso(1)]])

Y ni{(ikIAso(1,2)]jk)

k

—(ikHso(1,2)|kj) — (ki|Hso(1,2)|jk)}  (3.23)

(i
1
2

Die hierbei eingefiihrten durchschnittlichen Besetzungszahlen ng werden typischer-
weise als 2 — angesetzt, wobei p die Zahl der Elektronen, m die Zahl der Orbitale in der
Valenzschale ist. Diese Vorgehensweise rechtfertigt sich aus der Tatsache, dal} die ,,Ab-
schirmung® der Einelektronenterme vorwiegend aus der Wechselwirkung mit den core-
Elektronen resultiert. Die Zweielektronen—Zweizentrenintegrale werden im hier verwen-
deten Ansatz vernachlissigt. Die hohe Giite der besprochenen Methode hat sich in etli-
chen Rechungen unter Beweis gestellt [86, 87].

Die Mean—Field-Spin—-Bahn—Integrale, die in dieser Arbeit Verwendung finden, sind
samtlich mit dem Programm AMEFI [?] berechnet worden. In AMFI wird von der vollen
Symmetriegruppe des Atoms (SO(3)) Gebrauch gemacht, was aber gleichzeitig bedeutet,
dal3 die Einelektronen—Zweizentrenbeitrige zu den mean—field-Integralen keine Beriick-
sichtigung finden. Fiir die Testbeispiele dieser Arbeit sind solche Uberlegungen allerdings
kaum relevant. Bei groeren und schwereren Systemen stellt sich jedoch die Frage, ob
die Einelektronen—Zweizentrenbeitrige eingeschlossen werden miissen; dieser Punkt ist
kontrovers diskutiert worden [86, 113] und bedarf gegebenenfalls einer gesonderten Ana-
lyse. An der Universitidt Bonn steht mittlerweile ein Programm zur Verfiigung [114], mit
dem auch diese Zweizentrenintegrale beriicksichtigt werden konnen. Die erforderlichen
Schnittstellen mit den Programmen dieser Arbeit sind jedoch noch nicht angefertigt wor-
den.

Die Transformation dieser Integrale iiber Punktgruppen—symmetrieadaptierte Basis-
funktionen in eine Basis von Kramers—Spinoren soll im folgenden angesetzt werden.

3.7.2 Integralberechnung

Der Beitrag aus dem mean—field—Ansatz zum spinabhingigen Einelektronenoperator kann
pmf dargestellt werden; er erscheint vektoriell, weil drei rdumliche Koordina-
ten beteiligt sind, entweder sphérisch polar oder kartesisch. Der weiter oben diskutierte
Einelektronenoperator 148t sich damit als Summe aus dem reinen Einelektronenterm und
dem mean—field—Term wie folgt darstellen:

formal als

_ Znn(k )=
S PR EC
k N kN

Summiert wird iiber alle beteiligten Elektronen und Atomkerne. Zur Vereinfachung sei
der Ausdruck in der Klammer nun schlicht /8 genannt, mit S fiir ,,spatial“. Die zu berech-
nenden Integrale iiber molekulare Spinoren konnen dann als

<¢| 5 & |¢J>
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mit
o = 2 Cmio. @m O + Cpig @n
mn

als Entwicklung der Spinoren in einer Basis atomarer Spinorbitale bzw. molekularer Sym-
metrieorbitale geschrieben werden’. Das Spinorintegral zerfillt damit in verschiedene In-
tegrale iliber atomare Funktionen und Spinfunktionen:

1

(0 8102) = 33 el omu@IB & lonr(®))omp G20

mn,,__1
™P=— 2

=33 Gueloml® l0n) DI P cp 329

mn.,__1
Tp——j

mit

(3)= (o) #(52) = (V)

Die raumlichen Integrale sind rein imaginir; die Spinintegrale werden in der vorliegenden
Arbeit liber Operatoren in kartesischen Komponenten unter Verwendung der kanonischen
Spin—Pauli-Matrizen ausgewertet:

- Ofirt=p

(x(t)|ox [x(p)) = { 1 fir T p (3.26)
_ Ofirt=p

(x(v)| oy [x(p)) = {ii firt— o 1 (3.27)
[ tlfirt=p=-=3

x(v)| oz lx(p)) = {0 filr T # p (3.28)

Die sich ergebenden Faktoren dieser Spinintegration werden bereits im Verlauf der Inte-
graltransformation (siehe weiter unten) an die entsprechenden Blocke der Transformati-
onsmatrizen multipliziert. Zusammengefal3t ergeben sich damit folgende reelle und ima-
gindre Beitridge zu den transformierten Integralmatrizen:

Beitrige von
Integralmatrix | hst hso(X) hso(y) hso(2)
reell ja nein ja nein

imaginir nein ja nein ja
Der Einelektronen—Spin—-Bahn—Operator setzt sich in der eingefiihrten Basis aus den
Beitriigen der kartesischen Komponenten geméf

his® = heo(X) +hso(y) + hso(2)

zusammen.

"Im Abschnitt ,,Gruppentheorie” wurde diskutiert, wann und warum die primitiven Spinfunktionen o
und P als Basisfunktionen angebracht sind und wann Linearkombinationen auftreten. An dieser Stelle ist
der gewihlte Ansatz vollig hinreichend.



Kapitel 4

Formalismus

4.1 Zweikomponentiges Cl

Im vorangegangenen Kapitel ist das CI-Verfahren als Teil des MCSCEF eingefiihrt wor-
den, in dem als eine Art natiirlicher Darstellung eine entsprechende Parameterisierung im
Konfigurationsraum gefordert wird. Diese soll zuallererst erbracht werden, bevor auf die
Eigenheiten des relativistischen CI, das im néchsten Kapitel detaillierter dargestellt ist,
kurz eingegangen wird.

Die Ansatzwellenfunktion im Konfigurationsraum allein stellt sich als

y & 1 4
0") = e3|o>:§n)n—!s“|o>
= |o>+é|o>+%é2|o>... (4.1)

Eine geeignete CI-Parameterisierung 148t sich finden, wenn man die Reihe nach dem
Glied erster Ordnung abbricht und die beiden Terme als

0 = YclE)
810) = o)=Y cv|Ey)

definiert. |0) stellt also einen normierten Referenzzustand, S|0) eine Variation beziiglich
dieses Referenzzustandes [115]. Ein normierter Zustand |0”) ergibt sich somit direkt als

2y |:C\()O) ‘|‘Cv] Zy)

\/ (c¥+¢) (¢ +c) |

Das Problem an dieser Parameterisierung liegt aber nun darin, daf die eine Redun-
danz, die allgemein auftritt und daraus folgt, daB3 die M Freiheitsgrade des Konfigurati-
onsraums durch die Normierungsbedingung auf M — 1 reduziert werden, lokaler Natur ist,
d.h. alle Zustinde der Art

4.2)

o) -

45
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6, =c+o(C”+c) (4.3)

unabhingig vom Parameter o sind und also die Redundanz von den Variationspara-
metern abhingt. Diese unangenehme Eigenschaft kann mit Hilfe des Projektors

P=1-0)(0]

beseitigt werden. Man erhilt, wie leicht zu zeigen ist, eine zu (4.2) dquivalente Gleichung
als
0)+Plc
0" O +Plo) 4d)
1+(c|P|c)

Nun gilt fiir alle Zustéinde

womit eine globale Redundanz, nur abhédngig von aC®), erzeugt ist, die leichter kon-
trollierbar ist. Dies bedeutet, da3 die Zustéinde mit Hilfe des oben eingefiihrten Projektors
auf eine sog. kanonische Form gebracht werden konnen, in der die Beliebigkeit der Red-
undanz beseitigt ist und die es moglich macht, verschiedene Zustinde miteinander zu
vergleichen.

In Matrixform nimmt der Energieerwartungswert fiir den Zustand in (4.4) folgende
Form an:

E© +2c¢TPHC® +cTPHPC is
a 1+cTPc (%)

E(c)

Im hier vorliegenden relativistischen CI mit allgemein komplexen Gréfen wird nun
bei der Variation sowohl nach Real- als auch nach Imaginirteilen der Entwicklungskoef-
fizienten abgeleitet, also

ac, = dg

Auf analoge Weise wird die elektronische Hessematrix gebildet, die bei der Optimie-
rung ebenfalls benotigt wird; Einzelheiten des Diagonalisierungsverfahrens der Hamil-
tonmatrix finden sich weiter unten. Die Bedingung eines verschwindenden Gradienten
liefert auf die iibliche Weise die CI-Eigenwertgleichung

HC®) = E©cO). (4.6)

Nun bietet es sich an, noch einmal riickblickend auf das CASSCF-Verfahren die Op-
timierung der vollen Wellenfunktion mit Spinor— und Konfigurationsparameterisierung
zusammenfassend zu beschreiben. Nach einem FCI-Schritt hat man den optimierten Zu-
stand |0”) erhalten, so daB nun der Energieerwartungswert im Spinorraum
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E(AAY) = <o”|e—AH e&|o”> 4.7)

zu minimieren ist. Diese beiden Schritte werden abwechselnd durchgefiihrt (Makro-
iterationen) und auf ein globales Energieminimum hingearbeitet. Konvergenzkriterium
hierfiir ist in aller Regel die Energiesinderung von einer Iteration zur niichsten!.

Der nichste Abschnitt befalit sich mit der Herleitung des Hamiltonoperators, wie er
im Rahmen der besprochenen Theorien und mit Blick auf die entwickelten Programme
vonndten ist. Der zweite Teil dieses Kapitels widmet sich dann der Spinoroptimierung in
vollem formalem Detail.

4.1.1 Der Hamiltonoperator in der Kramersbasis

Der Hamiltonoperator in der Basis von zeitumkehrsymmetrieadaptierten Teiloperatoren
wird erhalten, indem man von der allgemeinen Darstellung von Ein— und Zweielektronen-
operatoren in einer Spinorbasis ausgeht. Der Einelektronenteil, der auch die spinabhéingi-
gen Terme enthilt, hat damit folgende Gestalt:
AT =3 g3 gt 3+ hT 3+ hgt 13 (4.8)
13
Es werden also sd@mtliche moglichen Anregungen beriicksichtigt. Die Summe 14uft
iiber die komplette Spinorbasis. In den folgenden Schritten wird ausgenutzt, daB H mit
dem Zeitumkehroperator vertauscht und hermitesch ist.

Hie = z{huwwrﬂné (nIJTTJHﬁ,j*l +hyl T3+ hleTT)}

N}
_ %{hlJ (119+37) + %nu (Ta-3")+ %hw (113-37) }
-3 faxis 5 (o +hoxs) | “9)

Da sich der Hamiltonoperator symmetrisch beziiglich der Zeitumkehroperation ver-
halten soll und er wie gesagt dariiberhinaus hermitesch ist, setzt er sich wie erwartet
ausschlieBlich aus )A(+—Operatoren (3.13) zusammen. Dasselbe muf} natiirlich auch fiir
seinen Zweielektronenteil gelten, dessen Herleitung nun von der allgemeinen Form des

L in einer Spinorbasis ausgeht:

Operators —
p r2

. 1 R
e~ oy {(KL|MN)KTMTNL+(KL|MN)KTMTNL
KLMN

+(KLIMN)K 'MTNL + (KL[MN)KTMNL

'Ein Verfahren, von dem in dieser Arbeit kein Gebrauch gemacht wird, ist das sog. Super—CI—Verfahren
[116], bei dem auch das verallgemeinerte Brillouin—Theorem [117] als Konvergenzkriterium herangezogen
wird
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(KL| N)KTWW} (4.10)

Auch hier sind alle moglichen Anregungen sowie alle resultierenden Permutationen
der Zeitumkehroperation ,,auf** die Indizes einbezogen. Mit Hilfe von Integralsymmetrien,
Operatoreigenschaften und Indexumbenennung in der Summe gelangt man zu

\ 1 b g
e = 2y {(KLMN) | -K"MTLN = K'N'LM — L'MKN - L'N'KM|
KLMN

+(KL|MN) [—K*MTLN ~K'N'LM+L'MTKN +ETNTKM]
+(KL|MN) [—KTMTEN —K'N'IM + L'MKN + UNTW]

+%(KL|MN) [—KTMTLN+KTNTLM+ETMTKN—ETNTKV]

4 (KUMN) [R'MLN -+ R'N'LM + TV KN - TN KM
+%(KE|MN) [—KTMTW+ K'NTIM + LTMTKN — UNTW] }
Addiert man zu einigen dieser Terme geschickt Nullen, so gelangt man letztlich zu

der faktorisierten Form :

p2-d = %K%N{(KHMN) (KL LK) (MIN+N'M) — 8K N — 8kl M|
+(KL|MN) [(K*L—ETK) ) —5.mK'N —}—SKMETN]

NTM) — LN K™ + OKN LTM]

+1(KL|MN)[(KTL—ETK MTN—NTM)

(M
+(KL|MN) [(KTE— UK) (MT
5 ) (

—I—6K|\/|ETN + SLNKTM — SLMKTN — SKNETM]

+%(KL|MN) [(KTL —ETK) (WN —NTM)]
1

+7(KEMN) [ (K'T-L'K) (MTN-N'M))| } (4.11)

Mit der allgemeinen Definition der X "—Operatoren (3.17) resultiert

a1 K L
A2 = 2 3 [(KLIMN) iy + (RLIMN)GE o+ (KT
KLMN



4.2. DIE SPINORTRANSFORMATION 49

1 o
+ = ) (KL|MN)xtH

4 kiMn KLMN
1 o o
A+ A+
+ gKL%N [(KL|MN)XKLMN+(KL|MN)XKEMN]} 4.12)

als endgiiltige Form des Zweielektronenteils des Hamiltonoperators. Auch hier be-
steht der Operator wie erwartet rein aus ,,+* —Termen, die fiir einen hermiteschen Operator
Symmetrie beziiglich Zeitumkehr anzeigen. Die einzelnen Terme des Operators werden
in dieser Form im Sigma—Algorithmus, der im sechsten Kapitel ndher beschrieben wird,
verwendet.

4.2 Die Spinortransformation

Ausgehend von dem Energieerwartungswert in (4.7) werden nun explizit Spinorgradient
und Spinorhessematrix in der gewihlten Darstellung berechnet. Thre Herleitung ist sehr
aufwendig, daher werden abgesehen von erlduternden Beispielen zumeist nur Resultate
gezeigt.

42.1 Kommutatoren

Die grundlegenden Strukturelemente des nachfolgenden Formalismus fiir die Spinortrans-
formation bilden die verschiedenen Kommutatoren der in Abschnitt 3.4 definierten Ope-
ratoren in der Kramersbasis. In dieser Arbeit werden nur solche mit gemischt bewegungs-
umkehrantisymmetrischen bzw. bewegungsumkehrsymmetrischen Operatoren benotigt.
Eine bzgl. dieser Symmetrie verallgemeinerte Darstellung findet sich in [19]. Die Kom-
mutatoren der Einelektronenoperatoren lauten allgemein, d.h. unabhédngig vom gewihlten
Spinorraum:

(X3 XL = Bak XL —SiLXd;

:XG, X%L = =R+ R

:Xlﬁa AEF[: = =X+ X

XRE] = BakE -k

:)A(ﬁa A%,_: = =8I Xik —da Xk +dik X5 + 8k X
_Xﬁ’ AK+E_ =0

:Xﬂv XEFL = SJKXTJ[ + 5|KX3T_

_XTG’ X%L_ =0

:XT} X:E = Sy X[ — 8L XS, + kX =X

Wie allgemein bekannt reduzieren sich die Kommutatoren zu Summen von Einteil-
chenoperatoren mit entsprechenden Kroneckersymbolen fiir die verbliebenen Indizes. Da
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zusitzlich ein ungequerter und ein gequerter Spinor niemals identisch sein konnen, ver-
schwinden Kommutatoren mit paarweise erstem oder zweitem Spinor gequert.

Sowohl fiir den Spinorgradienten, als auch fiir die Spinorhessematrix werden 27 ver-
schiedene Kommutatoren von antisymmetrischen Einteilchen— mit symmetrischen Zwei-
teilchenoperatoren benotigt. Die Art ihrer Berechnung sei an einem Beispiel kurz erliutert:

X3 K] = [R3 %R + [R5, ~SumK N = 8L M|
= [Ri3 Rl R + X [X5: X
—OLM [XG,KTN] —dKkN [)A(lg,ETM]
= SR — SILRuN T OmF N —BInRelmy (4.13)

Die weiteren Ausdriicke ergeben sich analog:

:XIJ’XJKTMN: = dik R — MR OBy — Bine

:XU’X—IK—I—_I—MN: =89 K SRR g B9y — By

:XU’X—IK—I—_I—MN: —BILR g T OIKK gy SN Ry Sam%e g

:XlJ’XKLMN: —B1L% n IR K gy — SNy + BimR g

:XIJ’XIEFMN: =39 X + Sk — SR+ BomRe g

:XIJ’XJKTMN: = =80 X e + Sk R ing — OINRe iy Iy

:XU’X—IK—I—_I—MN: = 30k — IR g — dINR g+ Bim% g

:XU’X—IK—I—_I—MN: = Sak Ry — AR g — SN [+ amEy

:Xlg’XJKTMN: - _S‘JLX:(FIJIF\/IN - SILXKJMN - 6J’\‘S{JKrlJ_rlvu - S'NXIEFMJ

_>A(|yXJKTMN: = —SiL%jkmn — o Rk Ok KL + Sk R
—SaN% i — BN g

_XIJ’)’(JKFITMN_ _S‘JN)’(KLMI _S'NXKLMJ

:XlJ’XJKTMN: _S'LXE\AN 6‘JLXIKMN + ik, JLMN +6JKXIJT_JI\F/IN

:XIJ’X—IK—I—_I—MN: —SILR;, JKMN _S‘JLXIKMN + Ik, JLMN +83le LMN

—BiInRe g — SRy BB [y 3R

_XIJ’X—IK—I—_I—MN_ =0

R Rédn| = ~BINRG o — SoReLing SR SR
—83 R — 1 K

_XIJ’X—IK—I—_I—MN SINXKLJM S‘JNXKLIM +6|MXKLJN +6‘]MXKLIN
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_XIE’X—IK—I—_I—MN_ = =Sa R un — O X g

_XTE’XIITMN_ - SJKX;U\FAN +8 KX}—L—K/IN T SJMXIEFTN + S'MXIEN

_)A(TE’ X%EFMN_ - SJMX%:FTN +8 MX%SN

Ry Rt = S Ximn — SR + 31K R gun — S1L%
+03m XJKF§N + 39 MXJKF%N

_)A(TE’ X%EFMN_ - SJMX%:FM - SJNX%EW +8 MX%:FNJ - S'NX%:FMJ

Ky FKieliin| = O

_XTS’XJKFEFMN_ - SJMXIEFM - 8J’\‘XJKFEW\/H +8 MXIEFNJ - SlNXIE_MJ
+O0k Ry — 39K+ OIMR i — SR gy

_XT}XJKTMN_ = SamRe it — SINR v + BIMRiing — SINRK w3
+O0k Ry + KRy g

_XTS’ XJKTMN_ - SJKXFT_%N +8 KX}TMN

_XTS’XJKFZFTAN_ - SJKX:rlJﬁN - SJLXIFFM N O KX:FJJFMN —9 '—XJKFJJFMN

Auch hier heben sich alle Dreiteilchenterme weg, und es verbleiben lediglich Linear-
kombinationen von Zweiteilchenoperatoren. Ferner verschwinden solche Terme, bei de-
nen gequerte Spinoren an den gleichen Positionen in beiden Operatoren stehen, und die
Gerad- bzw. Ungeradzahligkeit der gequerten Spinoren bleibt in allen Summanden erhal-
ten. Letzteres bedeutet, dall die Anzahl der erzeugten bzw. vernichteten Spinoren beider
Gruppen — normal und zeitumgekehrt — ebenfalls erhalten bleibt.

4.2.2 Dichtematrizen
Allgemeines

Dichtematrizen ermoglichen eine physikalische Interpretation einer gegebenen Wellen-
funktion. Lowdin diskutiert das Konzept spinabhingiger N—Teilchen—-Dichtematrizen [118],
wobei die raumlichen (Fj) und Spinkoordinaten (S;) von Fermionen zu X; zusammengefal3t
werden. Ein— und Zweiteilchendichtematrizen werden dann wie folgt definiert:

o0
’Y(X&Rl) = N B d22d23...dXNIP*(X/l,YQ,...,YN)‘P(YI,YQ,...,YN)

[e5)

2

—o0

N Foo %
(%) = ( ) 0% . ART (R, 3, %s, - 50) P (R0, 50, s R)

N bezeichnet die Gesamtzahl der Teilchen. v (X;|X;)dv; gibt nun die Wahrschein-
lichkeit multipliziert mit der Anzahl der Teilchen an, ein Teilchen im Volumen dv; um
den Ort 7'} mit Spin S; anzutreffen. Die Dichtematrizen sind hermitesch, antisymmetrisch
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beziiglich Teilchenvertauschung und ihre Diagonalelemente sind positiv definit. Diagona-
lisiert man die Einteilchendichtematrix geméaf

UT’YU =YD,

so enthalten die Spalten der unitiren Matrix U die Eigenvektoren der Einteilchendich-
tematrix, die natiirlichen Orbitale (NO). Die zugehdrigen Eigenwerte in Yp repridsentieren
dann Besetzungszahlen Nk, da sie die durchschnittliche Anzahl von Teilchen in jedem NO
angeben. In einer Spinorbasis gilt aulerdem:

0<nk <1
Yk hk =N

Der Zusammenhang zwischen diesen Dichtematrizen in erster Quantisierung und der
Formulierung in zweiter Quantisierung, wie sie in dieser Arbeit durchgehend verwen-
det wird, kann exemplarisch am Erwartungswert eines Einteilchenoperators Oy iiber eine
Testwellenfunktion W° dargestellt werden:

(P00 [¥) = %: {2<Eu‘ ajay|Ey) cﬁcv} (01101 |9y)
Ty

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer stellt die Dichtematrixelemente dar. Sie
enthalten die Entwicklungskoeffizienten ¢ der Wellenfunktion im Fockraum und Kopp-
lungskoeffizienten mit Erzeuger—Vernichter—Paaren in der Spinorbasis. Die Dichtematri-
zen werden auf diese Weise bestimmt, indem explizit die Kopplungskoeffizienten berech-
net werden. Die Korrespondenz mit den Ausdriicken in erster Quantisierung wird mit
Hilfe von ('¥°|a]ay [¥°) deutlich.

Spezielles

Zur Berechnung der Matrixelemente von Gradient und Hessematrix werden desweiteren
alle Dichtematrixelemente von Operatoren mit Indizes aus allen drei Teilrdumen benotigt.
Die Elemente werden allgemein wie folgt notiert:

Einteilchendichten:
(0[X5]0) =D
e e
<0 ‘XI_J ‘ o> — D/,
+ Nt
<0 ‘le‘ o> - D/,
Zweiteilchendichten:

(0]%5kL|0) = Rk, (4.14)
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Die Terme mit gequerten Spinoren ergeben sich wie oben einfach durch Queren der
betreffenden Indizes.

Diese Bilinearformen enthalten einen Zustand, der hier als Wellenfunktion aus dem
FCI-Schritt verstanden werden soll. Diese wird als Linearkombination von Slaterdeter-
minanten dargestellt, so daB es von Interesse ist, die explizite Wirkung der X— und %
Operatoren auf einzelne Determinanten zu kennen. Je nach Anzahl und Position der ge-
querten Indizes lassen sich folgende Typen unterscheiden:

Operator AMg
X5 0
X ~1
Xt +1
Kk KR | O
X{JJ}EL’ XIJSEL -1
Aodwe |
XTJS%L —2
R +2

Ein Matrixelement ist dann nichtverschwindend, wenn AMy fiir die Differenz aus lin-
ker und rechter Determinante die genannte Bedingung erfiillt, d.h. daf} z.B. durch )A(I-JE
eine Determinante mit einer Anregung J — | (ket—Vektor) mit einer Determinante ohne
Anregung (bra—Vektor) gekoppelt wird. Wie dies im Programm vonstatten geht, ist der
Berechnung des Sigma—Vektors im sechsten Kapitel zu entnehmen.

Die explizite Berechnung der Dichtematrixelemente erfordert die Spezifizierung der
relevanten Indizes nach Spinorteilraumen. Ein—und Zweiteilchendichten werden zunichst
getrennt behandelt:

Einteilchendichten:

Sei der allgemeine Ausdruck

d%:<qNQ+@ﬂR> 4.15)

gegeben. L bezeichne eine bra—Determinante, R eine ket—Determinante aus der FCI-
Wellenfunktion. Als erstes 143t sich sofort feststellen, dafl dieser Ausdruck verschwindet,
wenn beide Indizes aus dem virtuellen Teilraum stammen. Ebenso verschwinden auch
Dichten, in denen ein Index virtuell ist, der zweite beliebig, da sowohl in L, als auch
in R kein virtueller Spinor vorhanden ist. Da in der FCI-Wellenfunktion alle inaktiven
Spinoren besetzt sind, ergeben auch Dichten mit einem inaktiven und einem aktiven Spi-
norindex keinen Beitrag. Es verbleiben also lediglich Terme mit paarweise aktiven und
inaktiven Indizes. Diese Uberlegungen gelten auch fiir die gequerten Pendants. Fiir inak-
tive Indizes findet man
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Dis = 258 (4.16)
Dag = Dpag =0, (4.17)

und fiir aktive miissen D7y, D7, und D7 aus den jeweiligen Determinanten der Ent-
wicklung im aktiven Raum berechnet werden. Ferner gilt

+ _pt —
D =D;+=0. (4.18)
Zur Berechnung dieser Terme finden sich im sechsten Kapitel noch einige Anmerkungen.

Zweiteilchendichten:

Analoge Uberlegungen fiihren fiir die Zweiteilchendichten zu den Aussagen, daB nur sol-
che Beitrige ergeben, die entweder vier inaktive, zwei inaktive und zwei aktive, oder vier
aktive Indizes enthalten. Desweiteren kann man zeigen, daf} diverse Terme — zusam-
menhingend mit der Anzahl gequerter Spinorindizes — verschwinden, so dafl folgende
Resultate verbleiben:

Pigs = 4 (4.19)
Pimag = 2 (4.20)
PAbia = Pagex = Pagsa = 2 .21
Pis = Prog = 2 (4.22)
I:)T+U+AA:PA+A+TU = 2D¢u
P%_J_AA - P:A—I_TU - ZDJTFU
P‘I—'l_U—l_AA: P:AJ?U - 2D1J-FU
PT+E+LJA:PT+A+AU - _D;FU
Praon = Paro = Dir
Proa=Faron = Dro
Prasa=Piray = Diu
Pl =Py = ~Diy
P:T—I—UA - Pi\% - DJTFU
Pl =Pl = Paron = ~Di
P = Paton = Pirua = ~D0r

4.2.3 Der Spinorgradient

Die Elemente des Spinorgradienten werden im folgenden durch
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dig= aTIJ (4.23)

dargestellt. Zunichst wird ihre allgemeine Form ohne Beschrinkung auf Spinorteilraume
benotigt. Mit Hilfe oben aufgestellter Kommutatoren erhilt man:

gy = (0] (%3,
= (ol{[%o.A" ] + [%5.822] o)

hak Xk — ki Xy + WKX%J + hJKXﬂZ}

K
1 _
) 2(IKILM)Ric = 2(KHLM)RE Gy + 2(TKILM) RS
K ++ K A+ K ++
+(KE|JM) _LIM—(KE|MI)XKLMJ+2_(JK|hM)XIKLM
HKLPIM)REE = (KLIMDREE 4 (TKILM)RE
K VY ams KI1IT ++
+(KLIIM)RE 4 (KL[TM)RE o
Il Mgttt
+(JK|LM)XIKLMHO> (4.24)
1 A
i = 3(0|[%a-H]|0)
_ 1 o— ni-d] . [g- p2-d
= 3 O[{ PR+ R R <] }o)
1 ) N N )
= 5 <0 %{h‘]p(xl—ll;—i—hmx\]—ll_(—l—hJKX{(ﬁ —I—thXQ_‘J}
1 _
++ ++ ++
+§KLM 2IKILM)ZEE +2(IKILM)RES 4 (KLIM)REE
+H(KLIM)RE S 4+ 2(IKILM) R+ 2(TK(LM) Ry
T ++ T 4+ Kl LIV e+
+(KCIM)REE 4+ (KL[IM)REE 4+ (KLIM)%E
dBITV Y ‘ams PEIRV Y ams
+KLIIM)RE 4 (JKILM)RE
Kl Mg+t
+(IK|LM) JLMH0> (4.25)
1 NI
95 = §<O [le,H] O>
_ 1 o l-d -~ 2
= C[{Rane] = [Xare}o)
1 ) ) )
= 5 ;{_hKJXKﬁ—_hKIX;j+WKXJ+K+rﬁKX|T<}

++ ++ T ++
{—2(KJ|LM)>2KI_LM —2(KHLM)RE 4+ 2(TK[LM) Ry

F2(IKILM)Riyy — (RLIMI)RES - — (RLIMIRES o



56 KAPITEL 4. FORMALISMUS

—(KLIMI)R i = (KLIMD Ry + (TKILM)RG
T A+t
(JK|LM XIKLI\/I (|K| )XJKLM
+(IK[IM) KLMH > (4.26)

Mit den nichtredundanten Spinortransformationen ergeben sich zunédchst neun ver-
schiedene Gradientenelemente. Thre komplex konjugierten Pendants miissen ebenfalls
beriicksichtigt werden und verdoppeln somit die Dimension des Gesamtraumes. Sie las-
sen sich jedoch mit Hilfe der Beziehungen

A, = A
Ay = —Ag

zwischen Parametern auf reelle Elemente zuriickfiihren und durch Indexpermutation
mittels der bereits bekannten Terme ausdriicken. Zur expliziten Darstellung des Gradien-
ten seien die Fockmatrizen fiir den relativistischen Fall mit Verwendung einer Kramers-
basis (wie in [19] definiert) aufgefiihrt:

I naktive Fockmatrix:

Fpo = 2hpo + Y, {4(PQ|BB) —2(PB|BQ) — 2(PBIBQ) } (4.27)
B

Aktive Fockmatrix:

Fo6 = TEU {Diy [(PQITU) — (PU|TQ)]

+ Di;[(PQITU) - (PU[TQ)]
+ DI, [(PQITU) - (PU[TQ)]

+ Di5[(PQTU) - (PU(TQ)] } (4.28)

Die Fockmatrizen unterscheiden sich qualitativ von den im spingemittelten CAS—
SCF-Verfahren definierten durch die Integrale iiber gequerte Spinoren, die hier zusitz-
lich auftreten. Im inaktiven Fall ist dies ein, im aktiven Fall sind es sechs zusétzliche
Integralterme. Die Elemente mit gequerten Indizes ergeben sich einfach durch queren der
betreffenden Indizes in den Integralen.

Der Gradient nimmt schlieBlich bei Einfithrung der bendtigten Unterrdume die fol-
gende Gestalt an:

gar = Fra+Fax (4.29)
1
Oan = {FF'U%+ F,;\g} (4.30)

2
B 1
Oar = 5

{Fr'£+ FﬁAAJ‘} (4.31)
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1 | |
grR = §§{D¥UFRU+D?UFRB}

1 _ _
+= ) {2(F1J|VW)PT+JVW+(UV|RW)P++ +2(RUIVW)PL T

2 S uvVTW TUVW
+(UVIRW)R!E - (UVIRW)RA -+ (RUIVW) PT+U+W_V} (4.32)
Orr = %%‘J {D;U R+ D%F%}
+% Ugjw {2(RU VW)L, + (OVIRW)RE +2(RUIVW)R
+UVIRW)P o+ (OVIRW)RHE 4 (ROIVW) PJ;Vw} (4.33)
o = 2 {DRuR + Do)
+% U;W { —2(URVW)P L +2(RUIVW) P,y — (UVWR)PI
—(UVIWRIRhyr + RUNWPI S o+ RUVWIR G, b (439)
gar = FA+FRA

1
2: + lIn + pElIn

+% D {—2(UA|VW)PJT+VW+2(KU VW)PE£  — (UV|WA)P= T

UTvVW UvWwT
uUvw
v ++ A IV P+ OV AW P+
—(UVIWA)R o 1 + (AUIVW)PEL o+ OV [AW) P } (4.35)
1 k
Gar = 3 [FTI%+ Fra
1 + rcln + rIn
+§ %: { DryFau + DWFAU}
1 _ _
+3 Py {2(Au IVW)PE L + (OVIAV)PE 4+ 2(AU VW) R Hw
v ++ OV AW p++ TV P+
+(UVIANP L + (OVIAW)R: 4 (AUVW) PUTW_V}] (4.36)
1
gar = 5 [FTLQ +Fia
Iy {D+ FIn DtF'_”}
24 TU" AU TU AU
1 _ _
+3 Py { —2(UAVW)P =+ 2(AU VW) Py — (UDVIWARS L -
Vi ++ A VW P+ ALV ++
—(UVIWARYE -+ (AUNVW)PH 4 (AU VW) PTUvW}] (4.37)

Die Berechnung des Gradienten wird exakt durchgefiihrt, d.h. die Matrix der Zwei-
teilchendichten mit vier aktiven Indizes wird komplett berechnet, so da} hier auch fiir die
Terme, die sich nicht zu Fockmatrixelementen gruppieren lassen, keine Approximationen
eingehen. Die verbliebenen komplex konjugierten Gradientenelemente werden wie folgt
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umgeformt:

Gho = —Oop (4.38)
Oso = —9g (4.39)

4.2.4 Die Spinorhessematrix

Die allgemeine Spinorhessematrix unter Berlicksichtigung der Komplexitit der Optimie-
rungsparameter 1d6t sich in vier Partitionen zerlegt darstellen:

JA'OA  JAT"0A

o
I

4.41)
’<E> 9*<E>

P<E> 0*<E> <
OAT0A*  OAOA*

OA0A 0A"9A
OAOA* A" IA*

Die aus der Baker—Campbell-Hausdorff—Entwicklung resultierenden Terme werden
nun wie folgt notiert:

Gryg = aAI’J’aAIJ
= <0H vy (X3 A1] + [R5, Xy A1 0)
- <o\mm3ﬁn s XXl Alo) @

Die Matrixelemente werden also symmetrisiert, da prinzipiell kein Unterschied zwi-
schen gestrichenen und nicht—gestrichenen Parametern besteht und sich dies auch nicht
in der Form der Kommutatoren manifestieren darf. Der zweite Schritt dient der Verein-
fachung, da die Kommutatoren zweier X—Operatoren erheblich leichter zu erhalten sind.
Fiir die weitergehenden Berechnungen werden neun verschiedene Typen von Hessematri-
xelementen benotigt. Sie ergeben sich aus den drei mal drei verschiedenen Moglichkeiten,
Produkte von Parametern mit und ohne gequerte Indizes zu bilden, und lauten:

Gins = (0] Ry [%5.A]] ~ 3 [y Xa) ] o a3
o = (0] [R5 (B o) o
Gy = <0 :XV_JH[X&':'H—%HXWHX&]H:‘O> (4.45)
Srons = (0| %y P 5 [Kpo %] AlJo) - ado
Giyiy <0 %y [%5A])] - 5 [[Rey %3] A 0> @47
R e [
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GI’TIJ - <O‘ |:X|777 [XIE’H]] _% HX;*/’)A(IE] 7H] O> (4.49)
1
2

cors = (0] 5] - 551
Gas = (0|[X7 [%3:8]]]0) 4.51)

In (4.48) und (4.51) bleibt nur ein Term iibrig, da der entsprechende X, X—Kommuta-
tor verschwindet.
Die Auswertung dieser Ausdriicke ist mithsam und wiirde hier sehr viel Platz bean-

0> (4.50)

spruchen; daher sei zur Illustration nur (4.47) ndher angegeben. Die vollstindige Auswer-
tung auch der iibrigen Terme ist in Manuskriptform verfiigbar.

Gryiy = _hJ'J)A(IJIr’ _hl’JXS' —hy X I i — i X JJ’
+= 2{6‘“ (hKJXKl,—FrﬁKX—i_ +h|IKXJK—|—h|/KX )

8 (hK Ry + PR+ Rl + hJ,th)

+3y3 (hVK)A(ﬂr( + hlfo+ + hK'XKI’ +hy XI—’|—K> }
1
5;{ 2(FIKL)R ey —2(19IKL)% Gk, —2(KIPLRES

—2(KI'L)RE —2(IHKL)R e — 2(1'T[KL)R33

KIJ'L
AKITLREE —2(KILRES, +2(KITLREE
F2(TKIL)RES +2(IKTLREE + 2K LR
—(KLI DKy = RLIPDZ 5 = KEIDR Y,
—(KLI'DRE, +2(KTLI)RES -+ 2(KU LIRS -
+F2(KTLDRE S 5+ 2(KPLRES 5 — (KLIT)RE
(KT ’J)X‘I'(‘E'IJ, — (KCI'NR, — (KOhRH

+2(TK DR}y + 2K I TR+ 2(TK D RGLy
+2KID) Ry }

1 1 J
5 2|_: {ESUI [ KJ|LM)XIJ'LM+2(‘JK|LM)X3F’:<FLM

( |MJ XKLMJ’ KL|MJ XKLMJ’
+(IK|LM)RES 4+ (TK[CM)RE T

J’KLM JKLM
+2(IKILM)Rjy + (KLIIM)ZES
++ T1YM g+
F2(IKILM)RE  + (KLIM)RE
TV e+ e ++
+(KLI'M)ZE -+ (3 K|LM)XJKLM]

1
+5 89 [ 2(KILM)RE g+ 2(TKILM)REE
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+(KL|MI) ifM|,+(KE|M|) J?Ml'
+(TKILM)ZS o+ TKIEM)RE S
+2(1'KILM) K + (KL)%
+2('KILM)R L+ (KTIUM)RE
HRLIM)SE 5+ (KILVM)S i
+% 81 [ 2(KILM) R iy + 2(TK ILM)R50
HRLIMDRES -+ (KCIMDR
+(TKILM)RES o+ (TKIDM)RES
+2(IKILM)K y + (KLU/M)X%jM
+2(IKILM)R L, + (KDIM)RE,
FRUIMZS (TR
% 81 | 2AKILMIRG yy + 2K ILM)RE,
+(KL|MJ)X‘—£:FM|, + (KQMJ)XJKFEFMI'
+EKILM)RE o+ (KEM)REE
F2(IKILM)RGiy + (KLI'M)Re
+F2('KILM)REL -+ (KDM)REE
HKLIM) %+ (] ’KILV)X}%W] } (4.52)

Ganz analog der Ermittlung des Gradienten werden auch hier die Indizes der CASSCF-
Unterrdume eingefiihrt. Um die Struktur der Hessematrix nédher zu erldutern, sei zunichst
die Form des Gradienten dargestellt:

SAAR
AR
OAsR
SATR
SATR
OATR
SAAT (4.53)
OAnT
OAzr
SANR
A

AR

(@)
I
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Im Gradienten folgen demnach die Ableitungen nach komplex konjugierten Parame-
tern auf die nach reellen. Ein solcher Block unterteilt sich dann zunichst nach den ver-
schiedenen Rotationstypen und diese schlieBlich nach den verschiedenen Bewegungsum-
kehrtermen.

Die Hessematrix nimmt unter diesen Voraussetzungen die folgende Gestalt an:
ARRA ARRA ARRA |ARRT ARRT ARRT |ARTA ARTA ARTA

ARRA  ARRA ARRA |ARRT ARRT ARRT |ARTA ARTA ARTA
ARRA  ARRA ARRA [ARRT ARRT ARRT [ARTA ARTA ARTA

TRRA' TRRA TRRA|TRRT TRRT TRRT |TRTA TRTA TRTA
TRRA TRRA TRRA|TRRT TRRT TRRT |TRTA TRTA TRTA
TRRA TRRA TRRA|TRRT TRRT TRRT |TRTA TRTA TRTA

|[@)
Il

ATRA ATRA ATRA|ATRT ATRT ATRT |ATTA ATTA ATTA
ATRA ATRA ATRA|ATRT ATRT ATRT |ATTA ATTA ATTA
ATRA ATRA ATRA |ATRT ATRT ATRT |ATTA ATTA ATTA

AR‘RA AR‘RA AR‘RA | AR'RT AR'‘RT AR'RT | AR'TA ARTA AR‘TA | ARRA"...

1. Rotationen des Typsinaktiv—virtuell

Die Matrixelemente mit dieser Indizierung bilden generell drei Gruppen. Die erste
besteht aus reinen Fock—artigen Termen, was letztlich auf den modifizierten Formalismus
fiir die relativistische Theorie zuriickzufiihren ist. Im urspriinglichen CASSCEF tauchen fiir
diese Matrixelemente zusitzliche Zweielektronenintegrale auf, deren Verschwinden seine
tiefe Ursache in den relativistischen X—Operatoren findet, die statt wie die spingemittelten
E—Operatoren die getrennten Spinkomponenten beschreiben:

Graar = Fap— Frr+FAS — RS
GarrA
Graar
Garra
Grara
= Gar (4.54)

Die zweite Gruppe von Termen reduziert sich zu besagten Zweielektronenintegralen
iiber Funktionen mit den betreffenden Parameterindizes. In dieser Kategorie tauchen auch
Hessematrixelemente mit einer ungeraden Zahl von ,,bars* auf.

Die zweite Gruppe bildet einfache Zweielektronenintegrale, die die Parameterindizes
enthalten. Hessematrixelemente mit einer ungeraden Anzahl von ,bars“ konnen hier auf-
treten, wobei die meisten allerdings verschwinden. Zusétzlich treten Elemente mit einer
geraden Zahl von ,,bars* auf, jedoch sich in diesem Fall entweder die Indizes permutiert
oder die ,,bars* befinden sich antisymmetrisch in 1,3— bzw. 2,4—Position:

GarRAR = 2(RA|RA)
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Grara = 2 (R_A|R_A)

Grazr 2 (Aﬁ|AR) = Gparra

GRrara 2 (RNAR)

Garar 2 (RAIRA)

Garar = 2(RAIRA) = Gagra = Grara
Garar = 2(RAIRA) = Grra = Grara

Alle iibrigen Matrixelemente dieser Kategorie verschwinden.

2. Rotationen des Typs aktiv—virtuell

Im Falle dieser Indextypen werden dhnliche Resultate wie unter 1. erhalten. Erneut

gibt es drei Gruppen von Elementen, deren erste sich teilweise zu Fockmatrizen zusam-
menfassen lassen:

GrrtrR =

1

+ In + In + In
QDTTF RY 2{ FUY + DruFrd +DTUFTU+DTUFTU}

+2[ (RRIUV)Pyy — (RUNVRIPHy 1 + (RUIRV)PLE
1 _ 1
—E(UV|RR) Rivrr — (RUNVRIPS, . — S (UVIRRIR(G
RUIRDR ry
[ UTIVW)RS o + (O VWIRE 5 OVIWT)RS o
1 1 _
++ ++ ++
+3 (UVIWT)R 7 + E(TU VWP + —(UT|VW)PUTVW
+HTUIVW)PiGuw + 5 (UV|TW) PL—JI—\—/I—TW 2 (UV|TW) PJ\j_TW
0 ++ ++ ++
HTUNW)P L+ 5 (UV|TW) Pt 3 (TU VWP
GrRRT (4.55)

Die zusitzlich auftretenden Terme ergeben keine vollstindigen Fockmatrixelemente.

Im folgenden wird die erste Summe G%{%TR, die zweite G‘F‘{%TR genannt, da in den Inte-

gralen der ersten Summe zwei aktive Indizes, in denen der zweiten Summe vier aktive
Indizes auftreten.

In Analogie zu den Rotationen vom Typ inaktiv—virtuell ergeben vier Elemente mit
gequerten Indizes identische Ergebnisse, wobei ihre Fock—artigen Teile sogar denen ohne
zeitumgekehrte Indizes entsprechen:

CrrTR

1+ In + In + In
2DTTF 2{ RUT + D1y Frd +DTUFTU+DTUFTU}
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+2[ (RRIUV)Pf5y — (URRV)RYE .+ (RUIVRIPE

—E(UV|RR)PJ\7TT (RONVRPIH -~ (U\_/|RR)F>U+V+TT

(RUIRV) Pyt

+% U%‘JW {(u TIVW)R fyw + (TUIVW)PL L+ (uv WT)PEh e
S UVIWT)Rjhr + 5 (TUNWIRY g+ 5 (TUNVWIP g,
+(TU VW) Pigow + —(UV|TW)PJV+TW 2(UV|TW)F>U+V+TW
+HTOVW)RH + 2(UV|TW)F>JV+TW 2(Tu VW)PI

Grrrr = GrriR
= Ggrrr (4.56)

Die zweite Gruppe reduziert sich nicht zu reinen Zweielektronenintegralen wie die
zweite Gruppe in obigem Fall, sondern resultiert in Termen mit Zweiteilchendichten und
-integralen iiber zwei aktive und zwei virtuelle Spinoren mit der Summation iiber zwei
aktive Indizes:

uv

= GRTRT GWTR:GTRPT

Grrrr = Y { (URVRIRS + +2 (URVR)Ri,  + (URVR) R ¢

Grrne = 3 {(RUIRY) Piry +2 (ROIRV) Pl + (ROIRY) Py}
uv

Grrer = S {(URVRIRyr +2 (URVR) R r + (URVR) Ry |
uv

Grare = X { (RUIRV) Py, +2 (ROIRV) Pigh, + (ROIRV) P |

)P}

UTvT TVT

uv
= Grrrr = Grrrr = Crrr

Die beiden letzten Gleichungen leiten sich auch aus den ersten beiden durch Queren
der aktiven Parameterindizes in den resultierenden Termen ab.

Gresr = X {(RURVIPL, + (ROIRY) [Riry +Prify

TUTV TUTV
uv
TR\ P+
(ROIRY)P o |
= Grgrr
Garrr = YA URVRIRIL, — (RIVR) [Pidiyr + Ry
> REl=, ++
T (RU|RV)PTUVT}

= GCgrrr
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Die Hessematrixelemente Ggrvr, Grrar: Grrri: Und Grrgr ergeben dhnliche Aus-
driicke, auf deren explizite Darstellung hier verzichtet werden soll.

Die verbleibende Gruppe von Termen verschwindet; allerdings handelt es sich hier
im Gegensatz zu Punkt 1 um Terme mit dem Indexmuster G331 und beliebiger Anzahl
gequerter Spinoren.

3. Rotationen des Typsinaktiv—aktiv

Die drei Gruppen von Matrixelementen fiir diese Transformationstypen dhneln sich
strukturell, da jedoch keine virtuellen Indizes beteiligt sind, sind sie um einiges kompli-
zierter. Die Gruppe der fockartigen enthilt nun zusitzlich noch aktive Fockmatrizen:

1
Garta = Faa—FiT+FAS— ATC—ED%FA!R

1
32 { D3RI + Dty R + Dy P+ D P |
+ 2 {Dyy [~ (AAITU) — (AU|AT) +2(AU|TA)]
U
+D{r [2(AT|UA) + (TAJAT) — (UT|AA)]

+DL, [(TAIAU) — (TU|AA) —2(UAJAT)]
+D35 [~(AT|UA) +2(AU[TA) — (TU|AA)] }

+ 3 { - (AAUV)PEy — (AUIVAPY 1 + (AU AR,
uv

1 _
++ ++
5 (OVIAARS 1 — (ATIVAP, ¢
1 o
++ ++
—5 (UVIAAR - + (AU |AV)PUTT\7}

1 _ _
+7 D {2(UT|VW)F>U+T+V\,\,+2(UT|VW)F>++ + (UV|WT)P=

G uTvw UVWT
+HUVIWT)R o — (TUVW)PL 4 (UT VW) P
+2(TUVW)PrGy + (OV[TW)RE L+ 2(TU VWP
+UVTW)RE o+ (OV[TW)PL (TUVW) P;ng}

= GrpaT 4.57)

Im ersten Element tauchen die bereits erwihnten 2a— und 4a—Terme erneut auf. Zusitz-
lich jedoch gibt es eine Gruppe nicht fockartiger Terme, da in ihnen lediglich iiber einen
aktiven Index summiert wird, so dafl die Zusammenfassung zu aktiven Fockmatrizen hier
nicht gelingt.

1
Garta = Far—FrT +Fax —Fff — 5 DirFar

1
+7 2 { DI R + DFu R + DI Ry + DX, el }
u
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+ 2 {D7y [(TAJAU) — (AAITU) +2(AU TA)]
U

+D7, [2(TAJAU) + (AU|AT) — (TU |AA)]
+DJy [2(TAIUA) + (AU[TA) + (UT|AA)]
+D25 [2(AT|UA) + (AT JUA) — (UTIAA)}}

+2{ (AAIUV)Pyy — (VAIA)R . (AUIAV)PL

-3 (Uv AA)PE -+ (UAVAP -
1

L UVIANR .~ AUNAPG |

1 _
+2 U;W { (UT VW) R +2(TUVW)PE S+ (OVWT)PEE

v ++ T ++ TU VW) P+
+HUVWT)R G+ (TUNVW)PL o+ (TUIVW)PEC

+2(TUVW)Prjuw + (UV[TW)REE +2(TUVW)PI

v ++ 0 ++ U ++
+UV[TW)PE 4 (OV[TW)RHE o+ (TU |VW)PTUVW}
= GyaaT = Garar = Grara (4.58)

Die zweite Gruppe enthilt gemischte Ausdriicke. Zusitzlich zu den strukturell dhnli-
chen Termen aus Punkt 2 tauchen hier jedoch noch Einteilchendichten und reine Zwei-
elektronenintegrale auf.

Garar = 2(TATA)+2 3 {-D{r(TU|AA) + D, (AU[TA)}
U

2 { (UANVA)R}H,7 +2(UAVAREL 4 (UAVA) PU+T+\7T}

Grara = 2(AT|AT)+2 Y, {Di;(UAIAT) - Dy, (AU|AT) |
U

2 { (AUIAV)P 7y +2(AU AP+ (AT |AV)PT+JTV}

Garta = %:{_DLJJFT(TA|UA)+DJ%U (AU|TA)

+D{j1 (AU|TA) + DgT (AU |Tﬂ)}

+ ¥ {[pg (TUITV) ~ Dy, (TUTV) |
uv
+(AU AP, — (AUIVAPL -

~(AUNVAR}Ty7 + (AUIAV)RS, ¢ |

Garar
Grata = —Q(TA|AT)

2 { L (AT|AU) + Dy, (TAJAU) + DZ; (TAIAD)
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—~Dyr (AUJAT) }

2{ (AUIAV)PE - 4 (AT|AY) [ UTTV+PT+JTV] (AU|AV)PJT+TV}
Graar
Garra = 2(TAITA)

+22{ (TAJAU) + D (AU|TA) }

2{ (AUIA)Pr iy + 2(AUIAV) R + (AU |A\7)PJT+VT}

= Ggrar = Grata = Graar

Man erhilt dhnliche Ausdriicke durch Verschieben der Zeitumkehrstriche an die Po-
sitionen G, jx beziehungsweise G,jx. Die verbleibende Gruppe verschwindet analog zu
Punkt 2. Erneut handelt es sich um Terme mit dem Indexmuster I1JJ. Es sei noch ange-
merkt, dal man die Terme Gy;i , G;3¢ » und G durch Anwendung des Schwartzschen
Satzes mit Hilfe der bereits errechneten Ausdriicke erhilt.

Wie gezeigt tauchen in vielen Elementen der Hessematrix und auch des Gradien-
ten Zweiteilchendichtematrixelemente mit vier aktiven Indizes auf. Es sollte prinzipiell
moglich sein, diese Terme dergestalt zu approximieren, daf} sich die Ausdriicke zu Fock-
matrixtermen mit entsprechender Anzahl aktiver Indizes gruppieren lassen und damit die
Darstellung insbesondere der Hessematrix erheblich vereinfacht wird. Dieses Niherungs-
schema ist konzipiert und in Bearbeitung, aber noch nicht fertiggestellt.

4.2.5 Naherungen

Zunichst ist eine diagonale Approximation der Spinorhessematrix aufzustellen. Zu die-
sem Zweck werden Terme beispielsweise mit dem Indexmuster ARRT nicht in Betracht
gezogen. Ebenfalls finden die AuBerdiagonalelemente in den Diagonalblocken keine Beriick-
sichtigung. Die Diagonale der Hessematrix enthilt Elemente mit entweder keinen oder
zwei gequerten Indizes in der Anordnung [ JKL oder | JKL. Die exakte Hessematrix enthiilt
grundsitzlich eine Summation iiber Produkte von Zweielektronenintegralen und Zwei-
teilchendichtematrizen. Den Formeln fiir die Hessematrix kann man entnehmen, daf} die
benotigten Zweielektronenintegrale eine allgemeinere Klasse darstellen als die fiir den
Gradienten bendotigten. Beispielsweise treten in der Partition aktiv—virtuell der Hessema-
trix Zweiteilchenintegrale mit zwei virtuellen Indizes auf, im ,,zugehorigen Gradienten
jedoch nur solche mit einem Index aus dem virtuellen Teilraum. Daher ist es vorteilhaft,
die Zweielektronenterme in der Hessematrix zu vereinfachen. Auf @hnliche Weise wie im
Quasi—Newton—Verfahren [92] kann man diese Vereinfachung durch approximative Ent-
kopplung der Zweiteilchendichtematrizen bewerkstelligen. Die Entkopplung ist fiir unbe-
setzte oder voll besetzte Spinoren exakt und eine sehr gute Ndherung fiir Spinoren mit
Besetzungen nahe diesen Grenzwerten. Mit Hilfe dieser Methode und Nichtberiicksich-
tigung der Terme in der Hessematrix, die sich nicht zu Fockmatrizen gruppieren lassen,
erreicht man eine vergleichsweise einfache Niherung der Hessematrix.
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An dieser Stelle sei bereits ein Vorgriff auf den nun folgenden Teil ,,Programment-
wicklung™ gestattet.

Die explizite Transformation der Spinoren zur Erfassung der Relaxation ist wie ge-
zeigt vollstindig konzipiert und ausformuliert. Dieser Teil ist allerdings bisher noch nicht
in programmierter Form realisiert. In den folgenden Kapiteln wird ein Verfahren erlédutert,
wie die Relaxation der Spinoren dennoch auf anderem Wege betrachtet werden kann und
wie diese Methode programmiert wird. Der Einbau des spinabhédngigen MCSCF in die
fertiggestellten Programme ist eine Aufgabe fiir die sehr nahe Zukunft und bietet vor
allem die Moglichkeit, aufgrund der Effizienz des Verfahrens auch groere Systeme spi-
nabhingigen Berechnungen zu unterziehen. Im siebenten Kapitel wird auf die Program-
mierung des MCSCF noch einmal in einigem Detail eingegangen.
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Kapitel 5

|ntegraltransformation in die
Doppelgruppen—Kramer sbasis

6.2 DieMathematik ist eine logische Methode.
Die Satze der Mathematik sind Gleichungen, also Scheinsatze.
6.2.1 Der Satzder Mathematik dr tickt keinen Gedanken aus[ 119].

Ludwig Wittgenstein

Die im gesamten Formalismus verwandten Basisfunktionen sind molekulare Spino-
ren, die sich wie molekulare Orbitale oder Spinorbitale als Linearkombination atomarer
Funktionen beschreiben lassen, jedoch mit dem wesentlichen Unterschied, dafl die bei-
den moglichen Spinprojektionen im allgemeinen nicht mehr getrennt behandelt werden
konnen, sondern in einem Spinor je nach seiner Doppelgruppensymmetrie alpha— und
beta—Spinfunktionen gemischt auftreten konnen. Die Integrale, die den Ausgangspunkt
fiir die Transformation bilden, werden iiber atomare Funktionen gebildet, die an die ge-
gebene Punktgruppensymmetrie angepalit sind, also lediglich rdumliche Symmetrie bein-
halten. Die Integraltransformationen werden nun so konzipiert, da von Transformati-
onsmatrizen mit im allgemeinen komplexen Koeffizienten ausgegangen wird, die in den
durch die Doppelgruppensymmetrie vorgegebenen Kombinationen auftreten konnen.

5.1 Einelektronenintegrale: spinabhangig und spinfrel

Aufgrund der Spinabhéngigkeit und nun zweier Sétze molekularer Basisfunktionen ist die
Transformation der Einelektronenintegrale erheblich aufwendiger als in spinfreien Pro-
grammen. Dennoch kann die Transformation in aller Regel komplett im Hauptspeicher
durchgefiihrt werden. Im Falle von C;—Symmetrie und 400 atomaren Basisfunktionen —
entsprechend 800 Spinoren — bendtigt man 90 MB Speicherplatz, wenn die transfor-
mierten Integrale auf die Festplatte ausgelagert werden. Diese Hauptspeicherkapazitiit ist
bereits auf dlteren Workstations vorhanden. Kann man die hohere Doppelgruppe C5,, ein-
setzen, so reduziert sich der Speicherplatzbedarf erheblich, und die Gesamtzahl der Spi-
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noren kann bei gleicher Speicheranforderung 1000 Funktionen bei weitem iiberschreiten.
Eine Matrix von Spinorkoeffizienten fiir eine irreduzible Darstellung der Doppelgrup-
pe wird allgemein folgendermallen dargestellt:

Spinor
Uy | Be,

AO(T'))

Ao(ry) | U | B

Die Spalten enthalten die Hélfte der Spinoren, die aus den hier dargestellten rdumli-
chen Funktionen gebildet werden kann. Die andere Hilfte befindet sich in einer Matrix
fiir die (jeweils zugehorige) andere Doppelgruppensymmetrie, und eben jene Spinoren
stehen mit ersteren iiber Bewegungsumkehr miteinander in Beziehung. In der ersten Ma-
kroiteration sind die Blocke By, und Ug mathematisch null, da noch keine Spinmischung
innerhalb der Spinoren vorliegt.

Die volle Transformation kann somit schematisch wie folgt dargestellt werden:

Uo |Ug || (hst.hso(2) | (hso(X).hso(y)) | | Ua | Bo

B: | By | | (hso(x),hso(y)) | (hst,hso(2)) || Ug | By

cf AO C
U¢ (hst, hso(2))Ua Ug (hst, hso(2)) By
+Ug (hso(X), hso(y))Up | +Ug (hso(x), hso(y))Bg
$US (heo(x), soly)) Use | +U5 (hso(x) hsof(y) B
+UB(th7hSO(Z))UB -I—UB(th,hg)(Z)) B
=|  Ba(hst,hso(2))Uq B:.(hst, hso(2)) By
+Bg(hso(%),h ((Y))UB (%), hso(y))Bg

hso (X +Bg (hSO
+Bj(hso(X), hso(y))Ua | +Bj(hso(x), hso(y))Ba
+Bj(hst,hso(2))Ug | +Bj(hst,hso(2))Bg

=

Auf Vorzeichen innerhalb der untransformierten Blocke wird in dieser Darstellung
verzichtet. Es wird deutlich, daf} in der ersten Makroiteration im Falle der spinfreien In-
tegrale eine blockdiagonale Matrix von transformierten Integralen erhalten wird, weil die
U-Spinoren keine -, die B-Spinoren hingegen keine o—Beitrige enthalten. Nach ei-
nem MCSCF-Lauf verschwinden (im allgemeinen) die auBerdiagonalen Nullen, so daf3
Integrale iiber gequerte und ungequerte Spinoren Beriicksichtigung finden. Die Spin—
Bahn-Integrale der Koordinaten X und Yy jedoch liefern auB3erdiagonale Beitrige, wobei
die x-Integrale imagindr, die y-Integrale jedoch reell sind. Die Faktoren der Spininte-
gration sind nun folgendermaflen anzubringen: Wie im dritten Kapitel dargestellt (3.26),
miissen die transformierten y— und z-Integrale dann mit —1 multipliziert werden, wenn
mit (U/B)g, (U/B)g-Matrizen im Falle von y bzw. mit (U/ B)E (U/B)p—Matrizen im
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Falle von z transformiert werden muf3. Aus dem obigen Schema ist nun zu ersehen, dal3
man alle Vorzeichen beriicksichtigt, wenn man die Koeffizientenblocke Ug und Bg mit
—1 versieht und anschlieBend transformiert. Gezwungenermaflen miissen nun alle vier
Typen von Integralen getrennt transformiert werden; dies ist jedoch technisch kaum ein
Nachteil und dient dariiberhinaus der Ubersichtlichkeit. Die transformierten y—Integrale
sind anschlieBend noch komplett mit einem Faktor —1 = i2 zu versehen, da die Raumteile
imaginir sind und ein Faktor i aus der Spinintegration zu beriicksichtigen ist.

Im Falle der quaternionischen Matrixgruppen miissen volle vier Blocke einer jeweili-
gen raumlichen Symmetrie auf eine Matrix eingelesen werden, da die Kramerspartner zur
selben irreduziben Darstellung der Doppelgruppe gehdren, wodurch die auBBerdiagonalen
Integrale nicht verschwinden, da sie zur selben rdumlichen Symmetrie gehoren. Dies sei
am Beispiel C schematisch fiir die Spinoren mit I'; —-Symmetrie erldutert:

(Ty() TyB)) ( E E > ( Egg)) )

Zwar fallen Basisfunktionen, die iber Bewegungsumkehr miteinander verkniipft sind,
in dieselben irreduziblen Darstellungen, aber dennoch kann hier die Symmetrie (T, [h|T3 ) =
<F§r |h|T5 > = 0 wie im Falle der komplexen Matrixgruppen ausgenutzt werden, da sich
der Hamiltonoperator — trotz seiner Spinabhédngigkeit — in jeder Doppelgruppe nach der
totalsymmetrischen irreduziblen Darstellung transformiert.

Die transformierten Integrale werden erst dann zu Real- und Imaginérteilen aufad-
diert, wenn im CI-Teil der erste Block von Integralen angefordert wird. Der Typ des Ope-
rators bestimmt dann, ob mit rein spinfreien, spinabhingigen oder gemischten Integralen
gearbeitet wird.

5.2 Zweelektronenintegrale: spinfrel

Diese Transformation wird in einem Schritt durchgefiihrt, in dem Sinne, daf sofort auf
molekulare Spinoren transformiert wird und nicht zuerst von atomaren Integralen auf
Basisspinorintegrale und schlielich auf molekulare Spinorintegrale.

Ausgangspunkt sind also Integrale iiber spinfreie atomare Basisfunktionen, die nach
den irreduziblen Darstellungen der Punktgruppe klassifiziert sind. Der Coulomboperator
ist totalsymmetrisch in der Punktgruppe, so dal} das direkte Produkt der vier Funktions-
symmetrien ebenfalls die totalsymmetrische Darstellung ergeben muf3. Die Transforma-
tion enthilt etliche verschachtelte Schleifen, was einerseits auf die Komplexitit, anderer-
seits auf die hohe Zahl moglicher Basisfunktionen (und damit Integrale) zuriickzufiihren
ist.

Prinzipiell erfolgt die Ermittlung der molekularen Integrale auf dieselbe Art und Wei-
se wie in Programmen mit rein reellen Koeffizienten und Punktgruppensymmetrie: Die
erste Halbtransformation involviert die Matrix der Spinorkoeffizienten und deren Trans-
ponierte, wobei die vierdimensionale Integralmatrix zunichst in Abhéngigkeit von nur
zwei Indizes dargestellt wird. In Chemikernotation wird also
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(mn|KL) Zc K, p) - (mn|pg) - c(q,L)

durchgefiihrt.

Um Transformationen auch mit begrenztem Speicherplatz durchfiihren zu konnen,
wird die Gesamtoperation zerstiickelt. Die Anzahl der Blocke richtet sich nach der An-
zahl der rdumlichen Symmetrien und deren moglichen Kombinationen in den Indizes, den
Doppelgruppensymmetrien der Indizes (nach Einbezug der Spinfunktionen), der Anzahl
der Integrallisten und schlieBlich nach der Komplexitit. Die Zahl der Integrallisten ermit-
telt sich in erster Linie aus dem Transformationstypus, d.h. ob die Integrale nachfolgend
im CI oder im MCSCF benotigt werden, da z.B. in letzterem Programmschritt beziiglich
der Spinorunterriume redundante Listen keine Berticksichtigung finden. Die Listenzahl
reduziert sich weiter, falls aufgrund bestimmter Doppelgruppensymmetrien Integrale mit
ungeradzahliger Anzahl gequerter Indizes verschwinden. Eine ausfiihrlichere Diskussi-
on dieser Problematik findet sich in [20]. Die grofite Anzahl an Blocken wird erhalten,
wenn in gegebenem Fall alle Transformationsmatrizen generell komplex sind, eine klei-
nere Anzahl, wenn einzelne Matrizen rein reell oder imaginir sind (siehe weiter unten).
Typischerweise werden sechs Listen von Integralen erzeugt, z.B.

(KC|MN), (KL|MN)
(KLIMN), (KL|MN)
(KLIMN), (KL|MN)

Innerhalb der Halbtransformationen sorgt der Algorithmus fiir eine sehr effiziente Ab-
arbeitung. Erstens wird der Index zuerst transformiert, der die kiirzeste atomare Entwick-
lung hat. Sind zwei Entwicklungen gleich lang, wird der rechte Index zuerst transformiert.
Zweitens ermdoglicht eine zusitzliche Routine die Wiederbenutzung von teiltransformier-
ten Blocken, wenn diese wiederholt benétigt werden. Im Verlauf der Transformation wird
iiber jeden Index Buch gefiihrt, welche Herkunft (parentage) und welche Doppelgrup-
pensymmetrie ein gegebener Block hat und zu welcher Entwicklung er gehort. Auf diese
Weise wird die Transformation erheblich beschleunigt.

Die zweite Halbtransformation liefert schlieBlich das endgiiltige Integral:

(1J]KL) ZC (1,m) - (mn|KL) - ¢(n,J)

5.2.1 Integralsymmetrien

Insbesondere im Falle der Zweielektronenintegrale ist es aus Speicherplatzgriinden wich-
tig, gegebene Integralsymmetrien auszunutzen. Die hier diskutierten Programme machen
von drei Symmetrietypen Gebrauch:
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Teilchensymmetrie

Elektronen sind ununterscheidbare Teilchen, was sich im Zweielektronenintegral in Che-
mikernotation folgendermafB3en manifestiert:

oo 1
(KLIMN)Z/W ¢?(1)¢L(1)E¢KA(2)¢N(2)Z(MNIKL)

Selbiges gilt natiirlich auch fiir alle gequerten Formen von Integralen.

Bewegungsumkehrsymmetrie

Mit Hilfe des in Abschnitt 3.3 eingefiihrten Operators der Bewegungsumkehr lassen sich
folgende allgemeine Beziehungen verifizieren:

MN) = (MIN) = (NM)" = (N[K'R|M))’
= (KN|KM) = (N|M) = |NM)

MIN) = (MIN) = (N[M)" = (NR|M)" = (NIRTR?[M)’
= —(RNJM) = —(N|M) = — |NM)

MN) = (MIN) = (MIRIN) = (MRTR|N ) = — (RM|N)’
= —(MIN)" = = (N|M) = — [NM)

Mit deren Hilfe konnen die oben angefiihrten Blocke von Integralen gerechtfertigt
werden, da eine Reihe von Identititen direkt folgen:

(KLIMN) = ...= (LK|N )
(KLIMN) = (MNJKL) =...= — (KL|NM)
etc.
Sehr viele Typen von Integralen brauchen also gar nicht beriicksichtigt zu werden, da
sie mit bereits bekannten iibereinstimmen. Diese Symmetrien werden sowohl im Forma-

lismus, wie weiter oben deutlich ersichtlich wurde, als auch in der technischen Integral-
transformation zunutze gemacht.

Komplexe Konjugationssymmetrie

Diese Symmetrie kann in dem Augenblick ausgenutzt werden, wenn Kenntnis dariiber
besteht, ob ein gegebener Index der untransformierten Integrale sich rein aus den Realtei-
len oder rein aus den Imaginérteilen der Entwicklungskoeffizienten zusammensetzt. Dies
bedeutet explizit:

i,j reell: (ij] = (ji
i,j imaginir: (ij| = — (]i

I,j komplex : keine Symmetrie
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In der derzeitigen Implementierung werden nur einfache Coulombintegrale transfor-
miert, die reell sind und damit diese zusétzliche Symmetrie er6ffnen.



Kapitel 6

Relativistisches
Doppelgruppen—CIl—Programm

Die Programmierarbeiten zu diesem Abschnitt beinhalten die Modifikation des allgemei-
nen direkten CI-Programmes LUCIA (LUnd Configuration Interaction Algorithms [21])
bzw. die Erstellung neuer Routinen als Erweiterung, letzteres besonders in den inneren
Programmteilen.

In der bisherigen Fassung des Codes wurden samtliche Informationen iiber String—
und Basisfunktions—Symmetrien im Rahmen von Punktgruppensymmetrien gehalten. Die
neue Fassung klassifiziert diese Bestandteile nach abelschen Doppelgruppensymmetri-
en, so dal oben beschriebene Integraltransformationen die erforderlichen Integrale in
der passenden Basis liefern. Eine friiher entwickelte spinabhidngige Version von LUCIA
[18] ist als Spin—Bahn—CI konzipiert worden. In diesem Programm wird ebenfalls von
Bewegungsumkehr— und Doppelgruppensymmetrie Gebrauch gemacht, jedoch nur auf
Determinantenniveau und dort nicht in expliziter Form. Dies bedeutet, daf} die Relaxation
der Basisfunktionen auf spinabhingigem Niveau nicht betrachtet werden kann. Deswei-
teren haben die élteren Algorithmen speziell bei der Konstruktion der Determinantenba-
sis sowie der des Sigma—Vektors (weiter unten) aus technischen Griinden einen einge-
schrinkteren Anwendungsbereich.

Die hohe Effizienz der neuen hier vorgestellten Algorithmen erlaubt es, von der vollen,
gegebenenfalls nicht—abelschen Symmetrie zu einer abelschen Untergruppe zu wechseln,
und der Anwendungsbereich bleibt weitgehend erhalten. Zudem beinhaltet die neue Pro-
grammfassung in Erweiterung von [21] die Option, mit einem allgemeinen spinabhéngi-
gen Einelektronenoperator zu arbeiten. Werden die Integrale in Mean—field—Néherung be-
rechnet, so beinhaltet der effektive Einelektronenoperator auch Zweielektronenbeitrige;
im CI und CASSCEF bringt dies den groB3en Vorteil, den Formalismus nicht ,,ausufern zu
lassen und dennoch die wichtigsten spinabhingigen Beitrige erfassen zu konnen, so daf3
die Qualitit der Resultate erhalten bleibt.

Wie weiter oben beschrieben, werden alle Operatoren in der Basis von Kramerspaa-
ren und unter Zuhilfenahme zeitumkehrsymmetrieadaptierter Basisoperatoren dargestellt.
Die auf diese Weise zusitzlich zu programmierenden Terme sind im néichsten Abschnitt
in vollem Detail erldutert. Besonders im Zweielektronenteil des Hamiltonians fiihrt dies
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zu einer Reihe von sog. ,relativistischen” Zusatztermen, die aber, um den Erhalt der Be-
wegungsumkehrsymmetrie zu gewihrleisten, in Kauf genommen werden. Der Operator
wird im folgenden auf die endgiiltige Form gebracht, in der er implementiert wird.
SchlieBlich werden zusitzliche Routinen zur Berechnung spinabhiingiger Dichtema-
trizen benotigt. Mit ihrer Hilfe kann eine unitire Transformation auf natiirliche Orbitale
(NO) durchgefiihrt werden, so daf bereits auf dieser Stufe — ohne explizite Spinoropti-
mierung — ein Teil der Spinorrelaxation durch Transformation der Integrale in die Basis
der NO und einen oder mehrere weitere CI-Laufe erfalt werden kann. Daf3 diese Vorge-
hensweise sinnvoll ist, wird im folgenden Exkurs liber die GAS—CI-Methode deutlich.

6.0.2 GAS-CCI

Die dieser Arbeit zugrundeliegende Programmversion von LUCIA bietet die Moglichkeit,
neben Full-CI-Rechnungen auch Multi-Referenz—CI (MRCI)-Rechnungen
durchzufiihren, sowie die Elektronenkorrelation mittels Mgller—Plesset—Storungstheorie
[120, 121, 122] zu erfassen. Die Erweiterungen bzw. Modifikationen umfassen gleichzei-
tig auch diese Programmvarianten, so daf} ein weiteres Feld an Anwendungen erdffnet
wird, als dies mit einem reinen FCI fiir ein CASSCF-Programm mdoglich wire. In dieser
Arbeit soll hierauf jedoch nur am Rande eingegangen werden. Die aktuelle spinabhingige
Programmversion beinhaltet den stdrungstheoretischen Teil des Codes noch nicht.

In den Jahren 1994 und 1995 ist an der Universitit Lund [94] die GAS (Genera-
lized Active Space)—Version von LUCIA entstanden, eine méchtige Verallgemeinerung
des Programms, die es erlaubt, beliebig viele aktive Riume aus dem vorliegenden Or-
bitalraum zu konstruieren und deren Besetzung nach Belieben festzulegen oder vollig
variabel zu lassen. Somit bietet sich die Moglichkeit, einen aktiven Raum voll zu ent-
wickeln und weitere Teilrdume auf bestimmte Anregungen zu beschrinken, wodurch die
Anforderungen an den Hauptspeicher nicht wesentlich steigen. Bestimmt man nun aber
natiirliche Orbitale fiir alle GAS—R&dume, auch diejenigen, die einen Teil der inaktiven
Spinoren einer CASSCF-Rechnung beinhalten, so wird deutlich, daf} auf diese Weise ein
gewisser Teil der Spinorrelaxation erfalt werden kann. Man transformiert die Integrale
in die Basis der neu erhaltenen NO, fiihrt eine weitere CI-Rechnung durch usw.. Diese
Prozedur kann im allgemeinen nicht beliebig oft wiederholt werden, weil statt Selbstkon-
sistenz desofteren Divergenz der elektronischen Energie eintritt. Man bricht das Verfahren
daher in aller Regel nach ein bis zwei Durchldufen ab.

6.0.3 GAS-Spinoren und die Konsequenzen

Grundsitzlich konnen die Spinoren verschiedener Doppelgruppensymmetrien in verschie-
dener Weise auf die aktiven Rdume verteilt werden. Allerdings sind sie durch ihre Kramers—
Paarung daran gebunden, dall Spinoren verschiedener Symmetrie in identischer Weise
verteilt werden miissen, sofern sie durch den Bewegungsumkehroperator miteinander in
Beziehung stehen. Die weiter oben dargestellten Matrizen transformierter Integrale ei-
ner bestimmten Symmetrie zerfallen dann wie folgt in GAS—Blocke, den einfachen Fall
zweier aktiver Rdume einmal vorausgesetzt:
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TR IR
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B [, (||

Die Anzahl der Spinoren in GAS 1 fiir gequerte Spinoren kann sich nun von der in
GAS 1 fiir ungequerte Spinoren unterscheiden, nicht aber von der fiir gequerte Spinoren
der anderen zugehorigen Symmetrie. Daraus folgt, daf} die beiden molekularen Integral-
matrizen gepaarter Symmetrie dieselbe GAS—Struktur haben.

6.1 HerleitungdesTJ-Operators

Zur anschlieBenden Konstruktion des Sigma—Vektors wird der Hamiltonoperator

. N T .
1 _ _
+5 KL%N [(KLIMN)X g+ (RLIMN)XES 4+ (KTIMN)ES

1 _ —
++
g 2 (RUMN)

1

2 KL%N [(KLWN)X%L*MN + (KCIMN)xEE 6.1)

in mehrere Teile aufgespalten, die jeweils einem bestimmten Wert von AMk entspre-
chen. Der o—Vektor wird dann stiickweise aus diesen verschiedenen Teilen aufgebaut,
wobei die Teile wie unten beschrieben in eine fiir sie spezifisch giinstige Form gebracht
werden, die eine effiziente Programmierung ermdoglicht. Man erhilt durch Umformung
mit Hilfe von Integralsymmetrien und Umbenennung vom Summationsindizes:

, | 1 o
FaMc =12 D g(KL|MN)XJKFEFMN: Yy —K'M'NL (KL|MN) (6.2)

KLMN KLMN
\ 1 1,
Hamg=+1 = EhﬂXEWL > Q(KL|MN)XJKFEFMN

1J KLMN

1o
= ~h3X*
3 2 1J
+ 3 [KTMTNE (KC|MN) +K'M'NL (NK|LM) 6.3)
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Hame—o = Y hiaXh+
13

= Zhuf%
1J

S KLMN)RE i+ (RLIMNI

1 e
+ ¥ {—[KTMTNL(KL|MN)+K*M NL (LK|NM)]
KLMN 2

+KTWNL [(KLINM) + (ML|NK)] } 6.4)

HAMK:fl = Zh XIJ+ 2

KL|MN XI—‘i(_E_MN

- ZWIJXTJ
1J
+ 3 [K*MTNL(NKWL)+K*WNL(KL|NM) 6.5)
KLMN
l:lAl\/IK:fZ = 2(KL|MN) KLMN
KLMN
|
= Y _K'M'NL(KL[MN) (6.6)
KLMN2

Dem Hamiltonoperator in dieser Form sei der Name TJ-Operator gegeben.

6.2 Diagonaleder Hamiltonmatrix

Die Berechnung der Diagonalen erfolgt in der Basis von Gruppen von Determinanten,
die gleiche Doppelgruppensymmetrie und gleichen Besetzungstypus haben; der Typ rich-
tet sich nach der Anzahl der Elektronen in den einzelnen GAS—R&@umen. Hierzu bedient
man sich des Operatorfragments HAMK:O und bestimmt alle diagonalen Permutationen

der Erzeuger und Vernichter, wobei in diesem allgemeinen Fall die Besetzungszahlen der
betreffenden Spinoren (0 oder 1) beriicksichtigt werden miissen. Somit erhélt man:

<TT?T|HAMK:0|TWT>

> {mhy +n;hi;}
|

D {%nKnM [(KK[MM) — (KM|MK)]
KM

3 ey [ (KK NIWE) — (KMWIK)
+ nknyy [(KKIMM) — (KM[MK)]} (6.7

Die Diagonale eines hermiteschen Operators ist selbstverstindlich reell. 77 bezeichnet

ein geordnetes Produkt von Spinorerzeugern, ?T ein geordnetes Produkt von Erzeugern
der entsprechenden gequerten molekularen Spinoren.

~T1ak0)

1=1
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Ferner lassen sich die Zustiande korrekter als

“T T?T> — 7T |vac)
<‘I T?T‘ = (vac|TT
darstellen.

Diese sogenannten Erzeuger—,,Strings,, reprisentieren die Slaterdeterminanten der CI—
Entwicklung [17]. Thre Linge ergibt sich aus der Anzahl der aktiven Elektronen.

6.3 DirektesClI

Im allgemeinen ist man mit CI-Eigenwertproblemen konfrontiert, die aufgrund ihrer ex-
trem groflen Dimension eine volle Konstruktion der Hamiltonmatrix und anschlieende
Diagonalisierung technisch unmoéglich machen. Da man ferner nur an einigen ausgewéhl-
ten Eigenwerten der Matrix interessiert ist, setzt man iterative Verfahren zur Gewinnung
dieser Eigenwerte und der zugehorigen Eigenvektoren ein.

6.3.1 Theoriedes Verfahrens

Das zu losende CI-Eigenwertgleichungssystem (4.6) wird zunichst auf eine Form ge-
bracht, in der Hamiltonmatrixelemente in der Basis der angesetzten Slaterdeterminanten
zu berechnen sind:

EH |EV>CV:2E|EV>CV

\Y

Die Projektion mit allen ,,Bras “ der Determinantenentwicklung liefert sodann den
o—Vektor:

Y (EuRIE) ey = EY(EuE)cy
v v

o = Hc

Gemil [123] ist es moglich, einen Sigma—Vektor fiir jede Wurzel zu berechnen. Aus-
gangspunkt ist ein approximativer CI—Vektor!, mittels dessen man die projizierte Hamil-
tonmatrix berechnet:

H=C'x=CTHC

Man 16st nun Hu = Du, womit man einen Satz von Eigenvektoren U und Eigenwerten
D erhilt, und definiert ein Residuum r = ocu — Dcu = Hx — Dx.

In der ersten Iteration kann dieser Vektor durchaus ein Vektor mit einem Element gleich eins, den
anderen gleich null sein.
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Das Residuum ist ein Maf dafiir, wie nahe X am exakten Eigenvektor von H und seine
Norm verschwindet bei Konvergenz des iterativen Verfahrens. Liegt nun die Norm des
Residuenvektors noch oberhalb eines gewihlten Schwellwertes (beispielsweise 10~19),
so wird ein Korrekturvektor g berechnet mit den Elementen

G = Xiri = (Hi —=D)~'ri.

Die Wahl der Prikonditionierungsmatrix X erfolgt auf die in [21] beschriebene Weise.
g wird auf ¢ orthonormalisiert, zu C addiert und die Prozedur wiederholt. Man berechnet
den neuen Sigma—Vektor (Update) mittels der oben angefiihrten linearen Transformation
und fiigt die Elemente zur Ndherungsmatrix H hinzu.

6.3.2 Berechnung des Sigma—Vektors

Unter Verwendung des TJ-Operators zerfillt der 6—Vektor in eine Summe mit den ent-
sprechenden Summanden:

+2
o= Y oMk
AMg=-2

Die einzelnen AMk—-Teile der linearen Transformation werden zunichst durch Be-
schrankung der Summen auf die Form gebracht, in der Operatoren und Integrale beim
Aufbau des o—Vektors eingesetzt werden. Die Anzahl der erforderlichen Rechenopera-
tionen wird auf diese Weise im Endeffekt erheblich reduziert. Die Herleitung eines Frag-
ments soll am Beispiel AMk = +2 erldutert werden:

EMg = +2:

1 o
YKLMN 5K*M*NL(KL|MN)

- Yy %{KTM*W(KQMN)+M*K*W(ME|KN)} 6.8)

K>M

LN

Der letzte Term stellt die Fille mit M > K dar. Man vereinfacht zu

1 1 L
— inmT _ZKIMmT
= E 2K M NL(KL|MN) 2K M NL(ML|KN)

K>M

LN

- %KTMTW [(KC|MN) — (ML|KN)]

K>M

LN

Die gleiche Prozedur wird nun mit den Indizes L und N durchgefiihrt:
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1 L
— Z nmT _
gm{K MNL [(KL|MN) — (ML|KN)]
N>L
+KMTIN [ (KNML) — (MNIKD)] |
= ~K'M'NL
K>M

Der o—Vektor fiir diesen Operatorteil lautet dann wie folgt:

T, T) = Y T{TT KMNLSTS)
™S

>

ZzX
r

N — S — T
[(KCMN) — (MCIKN)] L5 6.9)

Der o—Vektor wird jedoch nicht auf diese Weise berechnet; aus Griinden der Effizi-
enz werden einige Manipulationen vorgenommen. Zunichst spaltet man das Matrixele-
ment, das noch gemischt aus Operatoren normaler und bewegungsumgekehrter Spinoren
besteht, in zwei bzgl. Bewegungsumkehr reine Matrixelemente auf. Diese Ableitung ist
nicht trivial und sei daher kurz erldutert:

Man kann relativ leicht zeigen, dall eine Darstellung der 1 an jede beliebige Stelle
eines Matrixelementes eines Produkts von Operatoren eingeschoben werden darf, auch
wenn die vollstindige Basis keine Eigenbasis der betreffenden Operatoren ist. Sei also

1= 3 |u'T) (u'T
uu

b

dann erhilt man

2<TTT|KTMTW|5TST>
55
_ Y etmta gt 7 N ot e
SZM<T T KMt T ><fu U NL|STS >

Gl

<T(ﬂ|KTMT|ﬁT fuT> <rmﬁ|m|5*3*>

=M

&IM &IM

KM 2t 71 INCIst S
g‘%@ ITKM fu|fu><fufu|NL|55>.

T ist nun im Vergleich zu TT umgekehrt geordnet, da die einzelnen Erzeuger des Pro-
dukts nacheinander aus dem “Bra” herausgewilzt werden. 7 kann nun ohne zusitzliche
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Vorzeichen an den beiden Erzeugern vorbeigeschoben werden, wobei alle auftretenden
Kronecker-Terme verschwinden und sich alle Vorzeichen autheben. Man erhilt folglich
insgesamt ein Vorzeichen (—1)2N:

N
[Tar(Da'(<) = Tar(® [ ik —al(K) am)]
N
I:l

Im darauffolgenden Schritt wird eine Summe ausgefiihrt:

= Y3 (TIKMTT | ut) (u'd WSS
Ssuu
= IX(TiKMiat) (uT N sTS")
ss u
Zur Erlduterung sei gesagt, dal ein Matrixelement nur dann ungleich Null ist, wenn
alle Vernichter aus 7 einen identischen Erzeuger in U finden, d.h. daB die beiden Strings
identisch sind. Ansonsten wird ein in U nicht vorhandener Spinor vernichtet, was zum
Verschwinden des Elementes fiihrt. Ahnliche Schritte im rechten Matrixelement fiihren
zu der endgiiltigen Form:

= > (T KMsT) ¥ (T NS

Der betrachtete Teil des o—Vektors lautet somit

mit D(N,L, 8", 7") = 2<‘T |NL|5> g )
S

Mit

E(K,M,S",7T) = 3 [(KL|MN) — (ML|KN)]-D(N,L, 8", T")
N>L

ergibt sich schlieBlich:
— 3 SRS ER M. ST
K>M §

Die iibrigen Teile des Sigma—Vektors ergeben sich analog oder auf dhnliche Weise zu

eMk =+1:
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o7, T) 22<TT|IT|5T>2<T MK > 13 Cg g

' S

5
J
THKMINI|ST) Y (T [C|S
E S 57
 [(KL|MN) — (ML|KN)] -Cgf)

+ 3 ST 2(T MRS )

N>L N

[(NRJLM) — (LR N ¢ (6.10)

IMK:OZ

GO(T,?) = Ehu[
J

+
KLMN

¥ 3
§<¢*|KTL|5*> (T MNS")

[(KLINM) + (MLINK)] -

K>M

+3 {2<fﬂ KMTNLIST) | (KLIMN) = (MLIKN)|

+Z<¢ |Kmm|5>

[(LK|NM)— (LM|NK)] } -C(TE ) (6.11)

IMK:—]_Z

) S 115) el
3, (7 s S (T KNS

S

o I(7T,T) = %:

+

o)

>M
NL

- [(KLINM) — (ML|NK)] -Cg[j)

+ 3 S{TIMINLST) S (TS

KM <
N>L S S

[(NKIML) — (K MN]-cL ©.12)
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IMK:—ZZ

o2 -y 2<TT|NL|5T>2<T K'MS")

K>M §
N>L

[(KL|MN) — (MLJKN)] ng ) 6.13)

Im Programm werden die Teile des Sigma—Vektors getrennt in verschiedenen Routi-
nen berechnet, da der Ablauf nicht unwesentlich vom Typ des Fragments abhiingt. Erneut
konnen nicht alle Daten im Speicher gehalten werden, so daf eine Partitionierung der
Stringblocke vonndten ist. Im Detail werden sowohl die Bra— (oder ,,spectator,S) Strings
als auch die Ket— (oder ,,column,C) Strings in Blocke aufgeteilt, deren Grosse den Spei-

cherplatzgegebenheiten angepalit ist. Der endgiiltige Sigma—Vektor fiir einen Programm-
lauf wird durch sukzessive ,,updates durch die einzelnen Partitionen ermittelt.

6.4 Technische Einzelheiten

6.4.1 Input fur LUCIAREL

LUCIA-PICASSO (V 2.3.2) hat einen Schliisselwort—getriebenen Input. Die folgende
Liste gibt die wichtigsten Aspekte wieder, ist aber als Inputbeschreibung ungeeignet.

e MACHINE:

Angabe der Architektur, auf der gearbeitet werden soll; das Programm ist auf IBM
RS6000-Rechnern geschrieben worden. Die genannte Version kann derzeit auf
IBM- oder Silicon Graphics—Maschinen betrieben werden.

e Angabe der Architektur mit der die Integralberechnung durchgefiihrt wurde; LU-
CIAREL stellt sich dann automatisch auf die verschiedenen Ausgabeformate ein,
z.B.

MOLCAS, MOLECU, LUCAS, SIRIUS, DALTON

e Art der Symmetriebehandlung; Punktgruppen— (default) oder Doppelgruppensym-
metrie

DBGCI

e PNTGRP:

Angabe der Punkt— oder Doppelgruppe nach interner Nomenklatur

e IREFSM:

Referenzsymmetrie fiir die Wellenfunktion in der angegebenen Symmetriegruppe;
die Nomenklatur folgt der in [111].
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e Nichtrelativistische (default) oder relativistische Rechnung
RELACI
Wird RELACI gewiihlt, so kann mit
S0-0pP

der Typ von Spin—Bahn—Operator — ein— oder zweielektronen— — angegeben wer-
den?. Weiterhin gibt

MK2REF

den Referenzwert fiir die Gesamtspinprojektion der zu konstruierenden Strings an.
Dies ist nur ein interner Referenzwert und nicht relevant fiir die endgiiltige Wellen-
funktion, fiir die eine solche Quantenzahl nicht giiltig ist. Es werden daraufhin alle
Determinanten konstruiert, die der Bedingung |MK2REF - MK2DEL |

geniigen, wobei

MK2DEL

die gewiinschte maximale Abweichung der Spinprojektionen vom Referenzwert ist.

e GASSH:

Zahl der Basisfunktionen nach (rdumlicher) Symmetrie in jedem GAS. Im Doppel-
gruppenfall wird diese Matrix entsprechend umgerechnet.

e GASSPC:

Anzahl der CI-Rdume und deren minimale und maximale Besetzung; hier kann
eingestellt werden, ob es sich um eine FCI-, eine MRCI- oder auch eine RAS—
CI-Rechnung handeln soll und wie die Besetzung der gewihlten aktiven Raume
beschrinkt wird.

e NACTEL:

Anzahl der aktiven Elektronen

6.4.2 Ablauf des Sigmavektor—Updates

Der technische Ablauf dieses Herzstiicks des CI-Programmes soll am Beispiel der 6—
Partition

O( T — 7inte\elZD)
(T, T) %25:< 1faistye s g

’Die aktuelle Programmversion ist allerdings noch nicht fiir spinabhiingige Zweielektronenoperatoren
ausgelegt.
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verdeutlicht werden. Ein Eingabeblock (CB) besteht aus einem Stapel von C—Strings
(T7)
st.S
men mit einem Stapel von S—Strings <‘I T‘ und mit der Information, ob es sich um Real-
(IRIS, IRIC = 1) oder Imaginirteil (IRIS, IRIC = 2) handelt, und einem Wert fiir die
Spinprojektion (MK2_S bzw. MK2_C) an Unterroutinen weitergegeben, die zunéchst,
nach erneuter Partitionierung, die Kopplungskoeffizienten <‘I HIANIK T> bestimmen. Hier-
bei geht die Symmetrie der Operatoren |7J sowie der Determinanten explizit ein. An-
schlieBend werden die Entwicklungskoeffizienten angekoppelt und eine Matrixmultipli-
kation mit den entsprechenden transformierten Integralen h;j durchgefiihrt. Die Beitridge

und den zugehorigen Entwicklungskoeffizienten, also |.S) . Diese werden zusam-

fiir 672 bis 62 werden so zu SB aufaddiert und vor dem nichsten Schleifendurchlauf auf
der Festplatte abgespeichert. Das folgenden Schema gibt die Schleifenstruktur fiir diesen
Programmteil wieder:

— IRIS(Sredl oder imaginaer)

——  MK2_S(Stringblock mit einheitlicher Spinprojektion)
Bestimmung des Besetzungstypus dieses Blocks
(Besetzung der Deter minanten mit Elektronen)

—— Stapel von S-Strings
SB zu null initialisieren

— IRIC (C reell oder imaginaer)

—— MK2C
Bestimmung der Besetzungstypen von C
CB-Stapel von Festplattein Speicher laden
Ausfuehrung des Sigma-Updates:
CALL SBLOCK(...)

Sigma-Stapel berechnet. Abspeichern ...

Der Stringtypus richtet sich dabei nach sog. Supergruppen. Das erste Kriterium fiir
eine Supergruppe ist die Anzahl an Elektronen, die den String besetzen, das zweite die
Verteilung der Elektronen auf die konstituierenden Spinoren. Aus einer gegebenen Kom-
bination von IRIS und IRIC ermittelt sich, ob reelle oder imaginére Integrale benotigt
werden. Die Imaginirteile werden dabei vollstindig vom Spin—Bahn—Operator gestellt.
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6.4.3 Berechnung der Eintellchendichtematrix

Die Berechnung der spinabhédngigen Einteilchendichtematrix erfolgt hinsichtlich der tech-
nischen Durchfiihrung auf ganz analoge Weise wie der Sigma—Vektor—Update. Die we-
sentlichen Unterschiede bestehen darin, daf} die ,,Bra““—Seite der Matrixelemente nun aus
demselben Vektor von Koeffizienten und Strings besteht wie die ,,Ket“—Seite und daB kei-
ne Integrale anmultipliziert werden. Auerdem werden nur Kopplungskoeffizienten iiber
Einteilchenoperatoren in zweiter Quantisierung benotigt.

Es miissen insgesamt acht Partitionen der Dichtematrix berechnet werden, nimlich
ihr Real- und Imaginirteil, sowie die sich jeweils ergebenden vier Blocke aus unge-
querten und gequerten Spinoren. Exemplarisch sei hier die reelle Partition (BU ), d.h. fiir
gequerte—ungequerte Spinoren und fiir die Real- und Imaginérteile der Entwicklungsko-
effizienten dargestellt:

P9 = B3 (7T |1]ss ey
SST T
+Ch <fﬂ T ‘ Tt ‘5T3T> ciﬁ}

Die Zahl der Partitionen kann allerdings mit Hilfe folgender Uberlegung um einen
Faktor zwei reduziert werden: Sei die Partition (UU ) mit dem Indexpaar |1J dargestellt als

VU)is = (0173)0),

Es gilt

<0||TJ|0>* —

0[J71 |0>
0[JTRRI |0>
0[(RI)TRI |0>

Auf dhnliche Weise 148t sich die Identitat
(BU)i; = (UB)y

beweisen. Insgesamt gelangt man also zu einer Einteilchendichtematrix mit der Struk-
tur

(UU) | (UB)
(UB)" | (UU)T ]’

was neben der erwihnten Vereinfachung auch Konsequenzen bei der Diagonalisie-
rung nach sich zieht. So stehen die Eigenvektoren aufgrund der Symmetrie paarweise
miteinander in Beziehung.
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Kapitel 7
Die Spinortransfor mation

Das hier vorgestellte GAS—CI-Programm bietet den technischen Rahmen, auch die expli-
zite Optimierung der Spinorparameter in einer Basis von Kramers—Spinoren und insbe-
sondere unter Verwendung der im Konfigurationsraum optimierten Wellenfunktion durch-
zufiihren. Die im fiinften Kapitel beschriebenen Integraltransformationen sind allgemein
gehalten und konnen mit Hilfe einfacher ,,Schalter die fiir das MCSCF notwendigen
Integrale liefern. Am wesentlichsten ist jedoch die GAS—Struktur des CI-Programmes,
die die im MCSCEF obligatorische Einteilung der Basisfunktionen in Unterraume vorweg-
nimmt. Der erste GAS—Raum beinhaltet hierbei in aller Regel die inaktiven Spinoren
oder zumindest einen groflen Teil derer. Der letzte GAS—Raum umfaf3t analog einen Teil
oder alle virtuellen Spinoren. Die inneren Raume beinhalten dhnlich dem Restricted Ac-
tive Space (RAS)-CI [17] die aktiven Spinoren. Das GAS—CI kann also diesbeziiglich
als bestmogliche Verallgemeinerung des RAS—CI angesehen werden. Die Einteilung der
aktiven Rdume und eine eventuelle Festlegung der Anregungsbeschrinkungen geschieht
allein vermittels Erfahrungswerten, d.h. Wissen um die Bindungsverhiltnisse in den mo-
lekularen Systemen, die Wichtigkeit der verschiedenen Spinoren bei der Beschreibung
von Korrelationseffekten u.d.. Die effizienteste Methode zur Ermittlung der Spinorrela-
xation wird es also sein, eine GAS—CI-Wellenfunktion mit geschickt gewihlten aktiven
Teilrdumen der MCSCF-Optimierung zu unterziehen und mit derartigen Makroiteratio-
nen wie bereits beschrieben in ein Energieminimum im Spinor— und Konfigurationsraum
zu konvergieren.

Im Gegensatz zum CI ist es bei der expliziten Spinorrotation jedoch von groerer Be-
deutung, statt zu einer abelschen Unterdoppelgruppe zu wechseln, die Spinoren in der
vollen Symmetrie! zu transformieren, um die Anzahl unabhingiger Parameter zu redu-
zieren. Ist diese Symmetrie dann eine der reellen Matrixgruppen mit mehrdimensionalen
fermionischen irreduziblen Darstellungen, so miissen entsprechende Linearkombinatio-
nen der Basisfunktionen konstruiert werden. Die Arbeiten von Visscher [110], Pitzer et
al. [124] und Meyer [112] sollten hilfreich sein und einen Teil der ndtigen Vorarbeiten
beinhalten.

Diese entspricht meist nicht der totalen Molekiilsymmetrie; im Falle linearer Molekiile wird z.B. als
hochste Doppelgruppe D3, angesetzt (s. Gruppentheorie)
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Kapitel 8
Einelektronensysteme

... Eswiirde daher nicht sehr Uiberraschen, wenn sich die seit langem gehegten Hoffnun-
gen, die Chemie auf die Physik zuriickzufiihren, bewahrheiten wirden, was in der Tat
der Fall zu sein scheint. Wir haben hier einen wirklichen Modellfall einer ,, Reduktion®
vor uns; unter einer Reduktion verstehe ich natirlich, daf? alle Ergebnisse der Chemie
vollstandig durch die Grundsatze der Physik erklart werden konnen (das heilét aus ih-
nen ableitbar sind). Obwohl eine solche Reduktion nicht besonders Uberraschend ware,
ware sie doch ein grofer wissenschaftlicher Erfolg. Se wirde nicht nur ein Sttick Ver-
einheitlichung der Wi ssenschaft vorexerzieren, sondern ware ein wirklicher Fortschrittim
Verstandnis der Welt [125].

Karl R. Popper

8.1 H,—Molekilion

Das H2+ —Molekiilion dient als erster Testfall fiir den Einelektronenteil des Programms
LUCIAREL. Die Berechnungen sind nicht von wissenschaftlicher Bedeutung, weil die
relativistischen Effekte, die man bei einem derartigen System betrachten konnte, einen
erheblich genaueren Ansatz, angefangen beim Basissatz, erforderten. Die Ergebnisse wer-
den daher auch zusammen mit etlichen technischen Details dargestellt.

Der Basissatz fiir das H-Atom entspricht dem in [98] und besteht aus dem kon-
trahierten AO-Satz {4s3pld}. Die Einelektronenintegrale wurden mit dem elektroni-
schen Strukturprogramm MOLECULE-SWEDEN [126] unter Beriicksichtigung kinema-
tisch relativistischer Korrekturen mittels des oben dargestellten Operators I-A||§];< berechnet;
diese Ermittlung der Einelektronenintegrale trifft auch auf alle nachfolgenden Anwen-
dungen zu. Die Spin—Bahn—Integrale stammen aus dem Programm AMFI [?], wobei es
hier natiirlich trivialerweise keine mean—field-Beitrige gibt. SchlieBlich wurden die spin-
freien MO-Entwicklungskoeffizienten mit dem CASSCF-Programm von MOLECULE—-
SWEDEN und einem aktiven Elektron in einem aktiven Orbital berechnet, entsprechend
einer OS—HF-Rechnung.

Die Eingabe fiir LUCIAREL sieht im wesentlichen folgende Punkte vor: Die Berech-
nung erfolgt in der Doppelgruppe C3, wobei die Referenzsymmetrie zu I'3 gewihlt wird.
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In diesem System mit ungerader Elektronenzahl muf} eine Rechnung mit I'4 als Refe-
renz eine exakt entartete Energie ergeben (Kramers—Theorem), wie weiter unten auch
numerisch nachgewiesen wird. Das Elektron befindet sich in beiden Rechnungen im to-
talsymmetrischen 6—Orbital, aber mit jeweils anderer Spinorientierung.

Weiterhin wird der Referenzwert fiir M2 zu eins festgelegt, was der Orientierung o
gleichkommt. Die maximale Differenz MK2DEL fiir koppelnde Determinanten betrigt
zwel. Die Berechnung wird mit einem aktiven Raum (GAS) und auf eine Wurzel hin, d.h.
den Grundzustand 225“, durchgefiihrt!.

8.1.1 Reaultate

Die molekulare Spinorbasis besteht aus 19 Spinoren der Symmetrie I'3 und ebenso vielen
der Symmetrie I'4, woraus sich in diesem Einelektronenfall 38 Strings ergeben, die eben-
falls gleichmifBig auf die beiden Fermionendarstellungen verteilt sind. Das Programm
ermittelt zusitzlich noch den Vakuumstring, bestehend aus null Erzeugern, so da3 man
insgesamt 39 Determinanten und folglich zwei Supergruppen, eine mit einer und eine mit
38 Determinanten, erhilt.

Aufgrund der blockdiagonalen Struktur der anfénglichen Transformationsmatrizen
der Spinoren in der AO-Basis resultieren geblockte Matrizen transformierter Integrale.
Wie dem Kapitel iiber Integraltransformationen zu entnehmen ist, sind die spinfreien
Integrale blockdiagonal und reell, die molekularen Integrale iiber hgo(X) auBerdiagonal
und imaginir, die iiber hgp(Yy) auBerdiagonal und reell und schlieBlich die Integrale iiber
hso(z) blockdiagonal und imaginir. Hieraus ergeben sich auch direkt die nichtverschwin-
denden Kopplungsbeitrige zum Sigma—Vektor, wie weiter unten genauer analysiert wird.

LUCIAREL berechnet wie erldutert die Diagonale des Einelektronenoperators. Die
Werte seien fiir diesen Testfall und Spinorsymmetrie I'3 exemplarisch angefiihrt:

IEs ist absolut legitim, die Nomenklatur des Hundschen Kopplungsfalles a anzuwenden.



8.1. Hy>~-MOLEKULION 97

ungequerte Spinoren gequerte Spinoren

1 -1.28363334450740219 | 20 -0.528023935998172211
2 -0.352440084039775781 | 21 -0.403289131320346994
3 -0.403289131320534289 | 22 -0.239007714920971781
4 -0.204116859811034945 | 23 -0.202028011679513314
5 -0.202028011679546787 | 24 -0.137778763018359979
6 -0.191600537948480837 |25 -0.190698659882756527
7 -0.190698659882647531 | 26 0.0335278766863751632
8 0.0248026209621740948 | 27 0.0641295648777725352
9 0.0335278766864069364 | 28 0.133375450505927834
10 0.133375450505930887 | 29 0.292135247781557195
11 0.453319994251487890 | 30 0.453319994251498437
12 0.522967936110163012 | 31 0.522967936110168119
13 0.494212708318008398 | 32 0.652406230697053169
14 0.652406230697057166 | 33 0.711184025914214923
15 0.689032360037353797 | 34 0.686818086603186884
16 0.686818086603280364 | 35 1.54764632231584964
17 2.14999122462142900 36 2.14999122462142100
18 2.35537414375973952 37 3.84824019145143525
19 0.000000000000000000 | 38 0.000000000000000000

Die Werte fiir die Symmetrie ['4 sind entsprechend, nur sind dort gequerte und unge-
querte Spinoren vertauscht. Fiir die Diagonalisierung werden die vier jeweils niedrigsten
Elemente selektiert, nach ihrer GroBe geordnet und die urspriingliche Position notiert.
Allgemein hingt die Anzahl selektierter Elemente von der Zahl der zu berechnenden Wur-
zeln (NROOT) ab. Typischerweise werden NROOT +3 Elemente ausgewihlt, um mogliche
Entartungen in der Diagonalen zu erfassen.

Anhand einer qualitativen Darstellung soll verdeutlicht werden, wie die einzelnen Par-
titionen des Sigma—Vektors berechnet werden. Der initialisierte Vektor C wird dabei als
Nullvektor mit dem ersten Element gleich eins angesetzt, welches der ersten Determinan-
te mit einem ungequerten Erzeuger entspricht. Die folgende Tabelle gibt die nichttrivialen
Kopplungen und nichtverschwindenden Beitrige zum ersten Update des Sigma—Vektors

wieder:
IRIS MK2.S IRIC MK2.C | AMk | Integrale reell/imaginir
1 1 1 1 0 sf(UU) r
1 —1 1 1 -1 | SO(y)(BU) r
2 1 1 1 0 | SO(z)(UV) 1
2 -1 1 1 —1 | SO(x)(BU) i

Es wird erstens deutlich, da} genau der gefragte entweder reelle oder imaginére Block
der Integralmatrix abgerufen wird, der in Kombination mit IRIC den gewiinschten Wert
von IRIS und damit den Real- oder Imagindrteil des Sigma—Vektors bildet. Weiterhin
werden, wenn auBerdiagonale Integrale gefragt sind, nur solche des Typs (BU) gefor-
dert. Dies findet seine Ursache in der Initialisierung von C, in dem eine Determinante
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mit einem ungequerten Spinor vorgegeben ist. Die Kopplung von ,Bra“— und , Ket*—
Determinanten kommt somit nur dann zustande, wenn ein ungequerter Spinor vernichtet
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wird, gleichbedeutend mit AMg = —1.

Dieser erste Update des Sigma—Vektors ist unten mit den erhaltenen Zahlwerten dar-

gestellt:
Beitridge von

Element | sf SO(z) SO(x)

SB(1) -1.28363334450740219 .00000000E+00 .00000000E+00
SB(2) -0.190780874492178120E-05 .00000000E+00 .00000000E+00
SB(@3) 0.000000000000000000E+00  .53816279E-06  .00000000E+00
SB(4) 0.194514218260492318E-06  .00000000E+00 .00000000E+00
SB(5) 0.000000000000000000E+00  .00000000E+00  .00000000E+00
SB(6) -0.335863267629869459E-05 .00000000E+00 .00000000E+00
SB(7) 0.000000000000000000E+00  -.81302148E-06 .00000000E+00
SB(8) -0.116346779077374449E-05 .00000000E+00 .00000000E+00
SB(9) 0.000000000000000000E+00  .00000000E+00  .00000000E+00
SB(10) | 0.222178564288197694E-10  .00000000E+00 .00000000E+00
SB(11) | 0.000000000000000000E+00 .22242283E-06 .00000000E+00
SB(12) | 0.000000000000000000E+00 .00000000E+00 -.10253887E-14
SB(13) | 0.399635626871382589E-07 .00000000E+00 .00000000E+00
SB(14) | 0.000000000000000000E+00 .00000000E+00 .00000000E+00
SB(15) | 0.381407619244269549E-05 .00000000E+00 .00000000E+00
SB(16) | 0.000000000000000000E+00 .29680008E-05 .00000000E+00
SB(17) | 0.000000000000000000E+00 .00000000E+00 .00000000E+00
SB(18) | -0.325412777752256911E-05 .00000000E+00 .00000000E+00
SB(19) | 0.000000000000000000E+00 .00000000E+00 .00000000E+00

Das einzige Element signifikanter Grofe ist das erste, das dem niedrigsten Element
des Einelektronenoperators entspricht. Die iibrigen Beitrige sind entweder aullerdiagonal
in der spinfreien Integralmatrix oder Spin—Bahn-Integrale, die bei diesem System erwar-
tungsgemil klein sind. Die Spalten entsprechen den einzelnen Partitionen des Sigma-—
Vektors. Diese Blocke erscheinen in nachfolgenden Iterationen zunehmend ,kontami-
niert“ von weiteren Beitrigen.

SchlieBlich gibt die nachfolgende Tabelle die gesamte elektronische Energie nach je-
der Cl-Iteration gemeinsam mit der entsprechenden Norm des Residuenvektors wieder.
Diese Werte enthalten bereits die KernabstoBungsenergie von

0.714285714285714302EH

bei 1.4ay.



8.1. Hy>~-MOLEKULION 99

Iterationspunkt | Eigenwert [En] Residuumsnorm
1 -.5693476302217 .20146E-04
2 -.5693476303741 .10555E-05
3 -.5693476303749 .11585E-06
4 -.5693476303749 .49077E-07
5 -.5693476303749 .17582E-07
6 -.5693476303749 .78969E-08
7 -.5693476303749 .36800E-08
8 -.5693476303749 .15728E-08
9 -.5693476303749 .78557E-09

Der konvergierte Wert ist verglichen mit der CASSCF-Energie aus spingemittelten
Rechnungen von diesem nicht zu unterscheiden. Dies ist auf die sehr kleine auB3erdiagona-
le Kopplung in der Hamiltonmatrix zuriickzufiihren, da die 6—Spinoren, die im Grundzu-
stand dominieren, nur sehr kleine Beitrdge von atomaren Funktionen mit gré8eren Bahn-
drehimpulsen enthalten, die wiederum erst nichtverschwindende Spin—Bahn—Integrale er-
geben.

Die Berechnung in I'4—Symmetrie ergibt exakt dieselben Energieeigenwerte in jeder
Iteration. Der Unterschied im Programmablauf besteht lediglich darin, dafl in C nun ei-
ne Determinante mit einem gequerten Spinor initialisiert wird, somit die Kopplungen im
Sigma—Vektor invertiert und der abzurufende Integralblock daran angepal3t wird. Auf-
grund der Symmetrie in den Integralmatrizen ((UU)=(BB)) und in den Kopplungen
erfolgt jedoch der Sigma—Update auf analoge Weise und damit auch die gesamte CI-
Rechnung.

Eine Rechnung bei 2.0a) in der Nidhe des Gleichgewichtsabstandes liefert den Ener-
gieeigenwert fiir den Grundzustand zu —0.602264Ey. Zur Orientierung seien die Ergeb-
nisse einiger Autoren angegeben, die das H2+ —Molekiil sehr genauen bis exakten Berech-
nungen unterzogen haben. Wind [127] bestimmt die exakte Losung der Schrodingerglei-
chung in elliptischen Koordinaten fiir eine grole Zahl von Kernabstinden. Pavlik et al.
[128] und Luke et al. [129] fiihren relativistische Berechnungen, einerseits vier—, anderer-
seits zweikomponentig, durch.

Grundzustand H,", [Ex]
Rel. [128] NRel. limit [128] exakt NRel. [127] | Diese Arbeit
—0.6024500 —0.6024428 —0.6026342 —0.60226397

Wie bereits erwihnt 146t die hier gewihlte sehr kleine Basis keine nidheren Vergleiche
von relativistischen Effekten zu. Sie erklért vielmehr die Abweichung von der exakten
nichtrelativistischen Energie und den iibrigen, wesentlich aufwendigeren Ansitzen.
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Kapitel 9

M ehrelektronensysteme

9.1 H,—-Molekil

Einen einfachen Testfall fiir ein Mehrelektronensystem stellt das Ho—Molekiil dar. Die
verwendete Basis wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit wihrend des Programmtests
auf eine Kontraktion zu {2s} beschrinkt. Die im folgenden dargestellten Resultate werden
mit einer zusitzlichen kontrahierten p-Funktion, also der Basis {2s1 p}, erhalten.

Wegen der starken Anlehnung an die Programmpakete MOLCAS [130] und DALTON
[131] im Zweielektronenteil werden die Zweiteilchenintegrale mit einem dieser Program-
me berechnet. Da sich einige der in die Orbitalbasis transformierten Integrale allerdings
von denen des Paketes MOLECULE-SWEDEN um einen Phasenfaktor unterscheiden,
muB hier eine Anpassung vorgenommen werden. Als langfristige Losung dieses Problems
bietet sich an, alle — d.h. auch die spinfreien Einelektronen— — Integrale aus den neueren
und weiterhin gewarteten Paketen DALTON oder MOLCAS zu beziehen, was aber wie-
derum eine Anpassung des mean-field-Programmes AMFI erfordern wiirde. Die erste
CI-Makroiteration bedingt keine explizite Doppelgruppen—Transformation, sondern nur
eine Verteilung der ,,normal”“ transformierten Zweiteilchenintegrale in die entsprechen-
den Blocke der Spinorbasis. Die vorliegende Berechnung an H, erfolgt mit DALTON
und LUCIAREL.

Die sehr schwachen relativistischen Effekte in diesem System lassen eine Klassifi-
zierung der Molekiilzustdnde im Hundschen Kopplungsbild a ohne Schwierigkeiten zu.
Die gesamten Korrekturen bewegen sich im Bereich von nur 2-3cm ™! [132]. Drei energe-
tisch niedrigliegende Zustidnde [?], die theoretischer ndher untersucht sind [133], konnen
qualitativ folgendermaBen dargestellt werden:

X'%g | 1og 1oy 2m) 2mg
B'Z| | 1og Loy, 2} 2mg
C'Tly | log Loy 2w 2mg

Die Testrechnungen beziehen sich auf den X 1Z;’F—Grundzustand, d.h. die Vorgaben lauten
IREFSM=1 und MK2REF=0.
Der Zweielektronenfall ermoglicht einen sinnvollen Vergleich verschiedener Typen
von CI-Rechnungen. Die Gegeniiberstellung beinhaltet folgende Eingaben fiir LUCIA-
REL:
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Typ 1 Typ 2 Typ 3
Parameter | GASSH | GASSPC | GASSH | GASSPC | GASSH | GASSPC
NGAS 1 1 2 2 2 2
GASI 5 5 2 2 2 2 2 2 2 2 0 O
GAR - - - - 3 3 2 2 3 3 2 2
Iterationen 12 2 I
Energie Eq —1.1704813 —1.1504181

Die Rechnung Typ 1 arbeitet mit der vollen Basis von 2s- und 3 p-Funktionen in
einem aktiven Raum, so daf fiinf Funktionen pro rdumlicher Symmetrie erhalten werden;
insgesamt liegen also 20 Spinoren vor (dies gilt natiirlich auch fiir die beiden anderen
Typen von Rechnungen.). Die Eingabe von GASSPC besagt hier, da3 mindestens zwei
(links) und hochstens zwei (rechts) Elektronen sich in diesem Raum befinden diirfen, in
diesem Fall die einzig mogliche Voraussetzung. In den Typen 2 und 3 kommen jeweils
zweil aktive Rdume zur Anwendung, wobei die beiden tieferliegenden Orbitale den ersten
aktiven Raum bilden. In Typ 2 ist dieser Raum doppelt besetzt, in Typ 3 unbesetzt. Die
Notation fiir GAS2 in Typ 2 besagt, daf} nach Einbezug dieses Raumes die Elektronenzahl
mindestens zwei und hochstens ebenfalls zwei betrigt, daB sich also keine Elektronen in
GAS2 befinden.

Die Anzahl der benétigten Iterationen fiir die niedrigste Wurzel ist in Typ 1 am hochsten,
da hier die erheblich groere Anzahl von Konfigurationen und damit auch Determinan-
ten gebildet werden kann. Dies fiihrt somit auch zu einer signifikanten Erniedrigung der
Gesamtenergie. Die vollstindige Zahl aller erzeugten Strings fiir jede Doppelgruppen-
symmetrie ist der folgenden Tabelle zu entnehmen:

Irreduzible Darstellung
Typ r 1 Fz F3 F4
I | 100 9 O 0
2 16 12 0 0

Die Verteilung der einzelnen Determinanten NSTR auf die Supergruppen GROUP
und die entsprechenden Elektronenzahlen NEL sind in der nédchsten Tabelle dargestellt:

Typ 1 Typ2
GROUP GAS NEL NSTR|GROUP GAS NEL NSTR
1 1 0 1 1 1 0 1
2 1 1 10 2 1 1 4
3 1 2 45 3 1 2 6
4 1 0 1

Auch das Hp—Molekiil ist in der Vergangenheit sehr genauen Analysen unterzogen
worden [132, 133, 134, 135]. Kotos et al. berichten von einer adiabatischen Untersuchung
des Grundzustandes unter Beriicksichtigung relativistischer Effekte mit Hilfe des Breit—
Pauli—Operators [132]. Zum Vergleich mit den Resultaten dieser Arbeit sei der Wert der

I'Keine Konvergenz nach 15 Iterationen erreicht
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totalen Energie fiir den Punkt 1.4a nahe dem Gleichgewichtsabstand im Grundzustand
aufgefiihrt:

Kotos et al. | Diese Arbeit (Typ 2) | aktive Orbitale in GASI
—1.1504181 22
—1.1662842 33
—1.1704813 44

—1.1744699 —1.1704813 55

Die VergroBerung des ersten aktiven (und auch besetzten) Raumes demonstriert die starke
Abhingigkeit der Gesamtenergie von der Konfigurationszahl.

Die beschriebenen Rechnungen sind zwar, wie schon angedeutet, aufgrund der sehr
einfachen Ansitze von keiner wissenschaftlichen Bedeutung. Sie belegen aber, daf} die
wesentlichen Programmteile von LUCIAREL ihre Aufgabe erfiillen und somit das Pro-
gramm fiir signifikante Anwendungen geriistet ist. In diesem Zusammenhang sind auch
Priifungen mit hoheren Doppelgruppensymmetrien und auf angeregte Zustinde, sowie
Rechnungen mit sehr groflen Basissitzen gefragt. Eine Untersuchung angeregter Zustéinde
mit diesen Vorgaben macht keinen Sinn; es ist zu erwarten, daf3 aufgrund der recht hohen
Zustandsdichte oberhalb 100000cm~! im H,—Molekiil keine verniinftige Zuordnung der
erhaltenen Energie zu einem Zustand moglich ist. Weiterfithrende Tests mit LUCIAREL
sollten zuallererst darauf ausgerichtet sein, die Spin—-Bahn—Aufspaltung in einem kleinen
System, bei dem sie aber schon signifikante Groe annimmt, zu bestimmen. Dies ist eine
Aufgabe fiir die sehr nahe liegende Zukunft.
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Zusammenfassung

Die Errungenschaften dieser Arbeit konnen zu zwei Schwerpunkten zusammengefal3t

werden: Es wird zum einen die konzeptionelle und auch formale Verallgemeinerung des
MCSCF-Verfahrens auf den spinabhédngigen Fall vorgestellt, zum anderen ein neu ent-

wickeltes direktes CI-Programm prisentiert, das aufgrund des Verfahrens generalisierter

aktiver Rdume und auf der Grundlage bewegungsumkehr—und Doppelgruppen—symmetrieadaptierter
Spinoren eine Optimierung der Wellenfunktion im Spinorraum durchfiihren kann, sowie

die Basis fiir einen spinabhingigen MCSCF-Code legt.

Im Rahmen der Konzeption des MCSCF wird zunéchst diskutiert, wie eine lineare
Parameterisierung im Spinorraum angesetzt werden kann. Die abgeleiteten Operatoren
beruhen dabei auf fiir den spinabhingigen Fall verallgemeinerten Anregungsoperatoren in
zweiter Quantisierung, die explizit an Bewegungsumkehrsymmetrie angepal3t sind. Ferner
werden programmierbare Formeln fiir den Spinorgradienten und die Spinorhessematrix
hergeleitet und ein praktikabler Ndherungsansatz fiir eine Initialisierung der Hessematrix
diskutiert.

Die Fortranprogramme, die im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurden, beinhalten
eine allgemeine Transformation spinfreier und spinabhingiger Einelektronenintegrale,
sowie von Zweielektronenintegralen mit der Symmetrie von Coulombintegralen, in eine
Basis molekularer Spinoren, die sich nach den irreduziblen Darstellungen ausgewihlter
Doppelpunktgruppen transformieren. Das vorgestellte spinabhédngige GAS—CI-Programm
arbeitet sowohl auf dem Niveau der molekularen Basisfunktionen, als auch auf Determi-
nantenniveau mit nach Doppelgruppensymmetrie klassifizierten Funktionen. Es kann als
Full- oder Multireferenz—CI betrieben werden und behandelt Hamiltonoperatoren, die die
spinabhingigen Terme im Einelektronenteil enthalten. Die Anwendung eines direkten Al-
gorithmus erdffnet dabei die Moglichkeit, extrem groe Entwicklungen von Slaterdeter-
minanten dennoch mit begrenztem Speicherplatz und in vertretbarer Dauer zu behandeln.
Die Anwendungen dieser Programme beschrinken sich zunéchst auf die kleinen Testsy-
steme H2+ und Ho, an denen die einzelnen Programmteile vollstindig iiberpriift werden.
Die Resultate werden mit einfachen Vorgaben wie beispielsweise sehr kleinen Basissidtzen
erhalten und sind daher ebenfalls als Priifsteine zu verstehen.

Ausblickend lassen sich eine ganze Reihe von weiteren Projektpunkten herausstrei-
chen. Von zentraler Bedeutung ist dabei die Programmierung des entwickelten MCSCF-
Formalismus. Das Feld wissenschaftlicher Anwendungen umfa3t Molekiile wie das be-
reits erwihnte Bleimonoxid, sowie weitere Systeme mit offener p—Schale (oder 7p, 6p)
wie das Thalliumatom [136], das Thalliumhydrid [137] und das Bleihydrid [138, 139].
Die dort angesprochenen Probleme wie die z.B. die starken Mischungen in niedrigliegen-
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den Zustdnden deuten darauf hin, da} die Beriicksichtigung spinabhingiger Effekte auf
Spinor— und Determinantenniveau gleichermallen wiinschenswert ist.

Aus technischer Sicht ist die Implementierung hoherer Doppelgruppensymmetrien
wie der Tetraeder— oder Oktaedergruppen von Interesse, in denen auch Fermionen—Irreps
mit verschiedenen Wigner—Klassen innerhalb einer Doppelgruppe auftreten. Die Uber-
windung dieser programmtechnischen Hiirde wiirde hochsymmetrische Systeme mit bei-
spielsweise mehreren schweren Atomen aufgrund der symmetriebedingten Reduzierung
des Rechenaufwandes einer spinabhiingigen Behandlung zugéingig machen. Schlielich
konnte man die Klasse der verwendbaren Zweielektronenintegrale auf spinabhéngige In-
tegrale erweitern, was eine Veridnderung ihrer Symmetrie und damit konzeptionelle Kon-
sequenzen hat. Dieser Schritt wiirde weitere Alternativen in den Ansétzen von Spin—
Bahn—Operatoren eroffnen.
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