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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit werden Motivation, Implementierung und Anwendung eines Pro-
grammes beschrieben, das Geometrie-Relaxation von Molekiilen auf anspruchsvol-
lem quantenchemischen Niveau ermdglicht.

Mit ,anspruchsvoll“ ist hier im Besonderen ein Multireferenz-CI-Verfahren ge-
meint, das vor kurzem am Bonner Institut fiir Physikalische und Theoretische Che-
mie von Grimme & Waletzke entwickelt wurde (DFT/MRCI). Letzteres erlaubt
eine hochwertige Einzelpunkt-Berechnung der Energien von Grund- und angeregten
Zustinden mittelgrofer Verbindungen. Die Liicke der Nichtexistenz eines Program-
mes, vermittels dessen entsprechende Geometrie-Optimierungen durchgefiihrt wer-
den kénnen, wird mit diesen Arbeiten geschlossen: DFT/MRCI-Energien werden bei
systematisch verzerrten Kerngeometrien ausgewertet und einem Optimierungsmo-
dul zuginglich gemacht, das diese sammelt und numerisch molekulare Gradienten
berechnet. Da die Gradienten bis auf einen Vorfaktor ndherungsweise ,,Newtonschen*
Kréaften auf Atome entsprechen, erlaubt dieser Treiber das Herstellen von Kraftfrei-
heit von Verbindungen, d.h. eine ,Optimierung” der Geometrie.

Typische Anwendungsgebiete fiir ein solches Programm liegen in der theoreti-
schen Spektroskopie mehratomiger Verbindungen, was z.B. umfasst:

e die Berechnung von stationfiren Punkten auf Hyperflichen elektronisch ange-

regter Spezies (Minima und Sattelpunkte)

e generell eine Interpretation/Aufkléarung spektroskopischer Fragestellungen und
Voraussagen von Messergebnissen

e die Berechnung adiabatischer Anregungsenergien etc.
e die ,Vorarbeit* zur Berechnung von Ubergangsdipolmomenten und #hnlichen
properties

Neben der Anbindung an das DFT/MRCI-Programm von Grimme/Waletzke ist
der Treiber in seinem jetzigen Status aus implementatorischen Griinden an die
TURBOMOLE-Module angeschlossen.



Die Arbeit geht in einem theoretischen Teil (I) zunéchst auf die Grundlagen
von Energiebestimmungen, Potenzialflichen und Geometrieoptimierungen ein, dem
eine Schilderung der Implementierung und Routinen (Teil II) folgt. Der Test- und
Anwendungsteil (III) schildert zu Beginn erste Ergebnisse am Testmolekiil Formal-
dehyd und dokumentiert dann einen zweiten, etwas aufwéandigeren Anwendungsfall,
der sich mit der theoretischen Spektroskopie am Uracil-Molekiil befasst. Da diese
Verbindung als Pyrimidin-Base eine Rolle in der lebendigen Welt spielt und kaum ex-
perimentelle Fakten iiber die angeregten Zusténde dieser Verbindung bekannt sind,
diirften die Ergebnisse von etwas generellem Interesse sein.



Teil 1

Theorie






Kapitel 2

Energien molekularer Systeme

2.1 Grundlagen

Theoretische Chemie ist der Versuch, die chemische Wirklichkeit durch ein mathe-
matisches Modell umfassend darzustellen, so dass sie sich unmittelbar erkldren und
voraussagen lasst.

Wie uns die Erfahrung lehrt, sind die Eigenschaften und das Verhalten eines Sy-
stems eng verkniipft mit energetischen Vorgéngen. Gesucht ist daher ein allgemein
giiltiger Formalismus, mit dessen Hilfe man die Energie jedes beliebigen Systems
moglichst exakt bestimmen kann.

Aufgrund quantenmechanischer Erkenntnisse geht man davon aus, dass es mog-
lich ist, den Zustand jedes Systems durch eine Wellenfunktion ¥ vollstandig zu be-
schreiben. Dieser Schritt der Natur in die Mathematik impliziert, dass man nunmehr
durch die Anwendung geeigneter mathematischer Mittel (Operatoren) in der Lage
ist, bestimmte Informationen (Observable) aus dieser Wellenfunktion zu extrahieren.
In der nicht relativistischen zeitunabhiingigen Schrédinger-Gleichung!

HU = EU (2.1)
erhilt man durch die Anwendung des so genannten Hamilton-Operators H auf die
Wellenfunktion U die Gesamtenergie £ des durch ¥ beschriebenen Systems. Die Be-
schaffenheit der Wellenfunktion ¥ und des Hamilton-Operators H sind Gegenstand
der Quantenchemie, die Ermittlung der Energie E eines ihrer Ziele.

Der Hamilton-Operator. Die Energie eines Systems hingt vom Zustand und
den Wechselwirkungen der konstituierenden Teilchen ab. In erster Naherung lasst

!Der allgemeine Fall zeitabhiingiger und relativistischer Phiinomene fiir Teilchen mit Spin 1/2,
wie es die Elektronen sind, wird in den Dirac—Gleichungen behandelt.
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sich der molekulare Hamilton-Operator auf folgende Weise in artfremde Bestand-
teile partitionieren:

~ ~ A ~

H =T + T. + Ve + Ve + Vi (2:2)

Darin reprisentieren die Operatoren verschiedene Arten denkbarer Energiebeitrige
(in atomaren Einheiten):

. 1

T, = - Z Wi \4 kinetische Energie der N Kerne
a=1 @

. 1

. = - Z §V12 kinetische Energie der n Elektronen
iE1

. “ Z,

Vie = — Z Z m Kern-Elektron-Wechselwirkungen
a=1i=1 """ @

. " 1

Ve = + Z Z ﬁ Elektron-Elektron-Repulsion
=1 7>1 g
N N

. ZoZ .

Vik = + Z Z m Kern-Kern-Repulsion
a=1 8> «

Die Wellenfunktion. Die exakte nicht relativistische Wellenfunktion W eines Mo-
lekiils ist eine Eigenfunktion des Hamilton-Operators (2.2). Damit sie den Zustand
eines Systems tatséchlich vollstdndig beschreibt, muss sie eine Funktion samtlicher
Einflussgrofsen des Systems sein. Bei einem zeitunabhéngigen System sind dies die
Ortskoordinaten aller Systembausteine, d.h. der Kerne {R,} und der Elektronen
{r;}, sowie weitere Freiheitsgrade {s;} und {I,}, die den Spin bezeichnen?.

U= U({rd {s} (R Y (1)) (2.3)

Die Koordinaten r; und s; werden héufig zusammengefasst und als x; bezeichnet.

In der Praxis zeigt sich, dass die magnetischen Eigenschaften des Kern- und Elek-
tronenspins in leichten Atomen und Molekiilen eine untergeordnete Rolle spielen. In
die nicht-relativistische Schrédinger-Gleichung hélt der Elektronenspin nur Einzug
tiber das Antisymmetrie-Prinzip (Pauli-Prinzip). Die Operatoren héngen nicht ex-
plizit vom Spin der Teilchen ab.

Das Vielkorperproblem. Da alle Teilchen eines Kern-Elektronen-Systems sich
gegenseitig beeinflussen, ist die Schrodinger-Gleichung aus dem Blickwinkel der Phy-
sik ein hoch komplexes (3N + 3n)-dimensionales (N + n)-Teilchenproblem, das sich
in dieser Form nur fiir wenige kleine Systeme wie etwa das Wasserstoffatom oder

2 Der Spin ist eine quantenmechanische Eigenschaft ohne klassisches Analogon.

6
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das Helium-Kation analytisch geschlossen ldsen lisst®. Es stellt sich also die Frage
nach geeigneten Modifikationen, die die Schrodinger-Gleichung in eine 16sbare Form
iiberfithren und das System dennoch moglichst fehlerfrei beschreiben.

Die Quantenchemie befasst sich daher auch und vor allem mit der Entwicklung
geeigneter Modelle und Ndherungsverfahren, die im Wesentlichen Zweierlei leisten
miissen:

1. die Uberfiihrung der Schrédinger-Gleichung in eine l6sbare Form bei minima-
lem technischen Aufwand und

2. eine moglichst exakte Beschreibung der Wirklichkeit.

Die Praxis zeigt, dass diese beiden Anspriiche meist gegenliufig sind: je aufwindiger
ein Formalismus, desto genauer vermag er, chemische Phinomene zu quantifizieren,
und je schlichter ein Formalismus, desto geringer die Beanspruchung technischer
Ressourcen.

Eine Auflosung des Paradoxons ist nicht in Sicht, und so liegt gerade in der
Gratwanderung zwischen diesen Antagonisten eine besondere Herausforderung der
Theoretischen Chemie. Dabei ist man aufgefordert, die Auswahl der geeigneten Me-
thode nach den Gegebenheiten des zu kalkulierenden chemischen Systems und der
jeweiligen Fragestellung zu treffen.

Von den zahlreichen quantenchemischen Losungsansidtzen seien hier einige be-
schrieben, die in der vorliegenden Arbeit Verwendung finden.

2.2 Die Born-Oppenheimer-Naherung

Im Born-Oppenheimer-Modell betrachtet man ein chemisches System als eine An-
zahl Elektronen, die sich im elektrostatischen Feld raumlich fixierter Kerne bewegen.
Da Elektronenbewegungen analog zu ihrem Massenverhéltnis etwa vier Gréfsenord-
nungen schneller erfolgen als Kernbewegungen, reagieren Elektronen instantan auf
Verdnderungen in der Kern-Geometrie, und so erscheint diese Annahme plausibel.

Formalistisch ist die Born-Oppenheimer Nidherung die Trennung von Kern- und
Elektronenkoordinaten. Durch sie transportiert man den Strukturbegriff der klassi-
schen Chemie in die Quantenchemie: Die Energie eines chemischen Systems mit fest

3 Als Losungen erhiilt man Atomorbital genannte Wellenfunktionen ¢, die bei der Ermittlung
hoherdimensionaler Systeme noch hilfreich sein werden (sieche Abschnitt 2.3.3, S. 14).

7
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stehender Kern-Geometrie wird als Summe aller energetischer Beitrdge der Elektro-
nenbewegungen aufgefasst und berechnet.

Die Entkoppelung von Elektronen- und Kernkoordinaten ermoglicht eine Auftei-
lung der Schrodinger-Gleichung in einen elektronischen und einen Kern-relevanten
Anteil. Unter der Mafsigabe einer Betrachtung elektronischer Einfliisse veréndert sich
die Schrodingergleichung in dreierlei Weise:

1. Der Operator fiir die kinetische Energie der Kerne T), wird im ersten Schritt
vernachlissigt und der Operator der Kern-Abstolungsenergie Vi als konstant
angesehen,* so dass sich der Hamilton-Operator auf seine elektrodynamischen
Komponenten reduziert:

Ha({ri};{Ra}) = To+ Vie + Ve (2.4)

Die Kernkoordinaten { R, } gehen hier — durch einen Balken angedeutet — pa-
rametrisch ein, und man spricht vom elektronischen Hamilton-Operator.

2. In der Wellenfunktion lassen sich die Elektronen- von den Kernkoordinaten
durch einen Produktansatz separieren:

U({r}i{Ra}) = Va({ri}; {Ra})¥r({Ra}) (2.5)

Auch die elektronische Wellenfunktion ¥, hingt signiﬁkant, aber nur
noch parametrisch von den fixierten Kernkoordinaten {R,} ab, die Kern-
Wellenfunktion W; beschreibt die Kerndynamik.

3. Als Observable interessiert nur noch die elektronische Energie F.;, die eben-
falls eine Funktion der Kernkoordinaten ist:

Eq = E ({R.}) (2.6)

Bei fixierter Kern-Geometrie verschwindet zwar der Anteil kinetischer Kern-
Energie, nicht allerdings ein konstanter Beitrag der Kern-Kern-Repulsion, so
dass sich die Gesamtenergie E unter diesen Bedingungen wie folgt zusammen-
setzt:

E = E ({R.})+ Ew({R.})

N N

= Eu({R.}) +ZZ|RZ Zgﬂ’ (2.7)

a=1 B>«

4 Eine additive Konstante éndert die Eigenwerte, nicht aber die Eigenfunktionen eines Opera-
tors.
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Mit Hilfe dieser Modifikationen erhilt man die so genannte elektronische Schro-
dinger-Gleichung

Ha({ri} {R D) Va({r}: {R}) = Ea({R})Val{r:}: {Ra}), (2.8)

die die mathematische Komplexitat auf ein 3n-dimensionales n-Teilchen-Problem
verringert. Die Losungen dieser Differenzialgleichung (fiir jeweils festgelegte Kern-
Geometrien) sind elektronische Wellenfunktionen ¥, und deren Energie-Eigenwerte
E,; als Funktion der fixierten Kernkoordinaten {R,}. Jede dieser Wellenfunktionen
reprasentiert einen elektronischen Zustand.

Analog zu einer elektrodynamischen Betrachtung erlaubt die Koordinaten-Sepa-
ration auch die Formulierung der Kern-Schrédinger-Gleichung, die die Kernbe-
wegungen des Systems im nunmehr konstanten Potenzial der elektronischen Ener-
gien E,; beschreibt:

[Tk + Eel({Ra}) + ka({Ra})]qjk({Ra}) - Ekqjk({Ra}) (2-9)

Als Losungen dieser Differenzialgleichung erhélt man Wellenfunktionen Wy, die das
Schwingungs-, Rotations- und Translationsverhalten der Kerne quantifizieren, und
deren Energieeigenwerte L.

Der durch die Born-Oppenheimer Ndherung entstehende Fehler ist im Allge-
meinen vernachlissigbar klein. Erst in strukturellen Grenzbereichen, in denen sich
die Energien unterschiedlicher elektronischer Zustdnde gleicher Symmetrie einander
nihern, kommt es zu sprunghaften Anderungen der geometrischen Anordnung auf-
grund der beachtlichen Kopplung von Elektronen- und Kernkoordinaten. Die Born-
Oppenheimer Naherung verliert hier ihre physikalische Grundlage und verursacht
unter Umsténden erhebliche Fehlkalkulationen.

Die Born-Oppenheimer-Ndherung ist weitgehend akzeptiert, so dass die Quan-
tenchemie ihre Anstrengungen in der Regel auf Ansétze zur Losung der elektroni-
schen Schrédinger-Gleichung konzentriert. Sie erweitert das Spektrum geschlossen
l6sbarer Systeme von Atomen auf Molekiile mit einem Elektron und erméglicht so die
exakte Berechnung etwa des Wasserstoff-Molekiil-Kations H, . Die daraus berechne-
ten Wellenfunktionen sind prézise Beschreibungen der Bewegungen eines Elektrons
im Mehr-Kern-Feld und heiffen Molekiilorbitale (MO).
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2.3 Elektronische Energien

2.3.1 Das Variationsprinzip und das Verfahren der
Lagrangeschen Multiplikatoren

Eine zentrale Fragestellung der Quantenchemie ist die Losung der zeitunabhéngigen
Schrodingergleichung.

H|®) = E|o) (2.10)

Die Losung dieser Differenzialgleichung ist ein prinzipielles mathematisches Problem
und fiir die iiberwiegende Mehrheit aller Fille nicht linear I6sbar. Dennoch existiert
unter der Voraussetzung, dass der (hermitesche) Hamilton-Operator H bekannt ist,
ein unendlicher Satz exakter orthogonaler Wellenfunktionen {|®,)}, die die obige
Eigenwertgleichung erfiillen:

H|®,) = E,|®,) mit a=01,2, .. (2.11)
Die zugehorigen Energie-Eigenwerte folgen der Monotonie
Ey<E <BEy<---<E,<.. (2.12)

Wichtige Konsequenz dieser Reihe ist, dass es eine untere Grenze Fy gibt, die man
giinstigstenfalls erreichen, nicht aber unterschreiten kann. Die entsprechende Wel-
lenfunktion ®, identifiziert man mit dem Grundzustand.

Dies fiihrt zu einer bedeutenden These, die als Variationsprinzip bekannt ist:
Keine normalisierte Wellenfunktion |®), die die Randbedingungen der Eigenwertglei-
chung erfiillt, kann mit ihrem Eigenwert £ die untere Grenze von Ej unterschreiten.

@) > Eo (2.13)

Das bedeutet, dass man von einer (beinahe) beliebigen Testfunktion |®) ausgehen
und diese wie auch immer veréndern /variieren kann, bis keine weitere Verringerung
der Energie mehr moglich erscheint. Die Qualitit einer Wellenfunktion wird an der
Tiefe ihres Energie-Eigenwertes gemessen.

Das mathematische Mittel der systematischen linearen Variation einer Wellen-
funktion unter der Makgabe der Eigenwertminimierung ist das Verfahren der La-
grangeschen Multiplikatoren. Dabei wird die Testfunktion |®) als Linearkom-
bination aus einer festgelegten endlichen Basis n orthonormaler Wellenfunktionen
{|¥;)} angenéhert:

n

@) = ) o) (2.14)

i=1

10
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Die Matrix-Darstellung des Hamilton-Operators in dieser Basis fiithrt zu einer sym-
metrischen n x n-Matrix mit den Elementen

Hy = (U|H|V;)
— H, (2.15)

J

Die Testfunktion ist normalisiert, so dass gilt
(@0) = > (L) = > d = 1 (2.16)
ij i

Der zu minimierende Erwartungswert der Energie ergibt sich demnach als eine Funk-
tion der Expansionskoeffizienten {c;}:

B{e)) = @H®) = Ya(WHw) = YegH;,  (217)
1) )

Ungliicklicherweise ldsst sich dieser Ausdruck nicht wie gewiinscht nach den Ko-
effizienten differenzieren, da diese nicht voneinander unabhéngig sind. Ein forma-
listischer Trick fiihrt dennoch zum Ziel: Man subtrahiert de facto eine Null von
dem Erwartungswert aus Gleichung 2.17, schliisselt diese geschickt auf und erhélt
so eine modifizierte Funktion L, die aufer von den Koeffizienten {c¢;} noch von dem
unbestimmten Multiplikator £ abhéngt:

L{e} B) = (@|A13) - B ((@)3) 1)

= Y ccH; — E <Z & — 1) (2.18)

i

Was haben wir dadurch gewonnen? Einen zusétzlichen unabhédngigen Parameter F,
den wir zur Einflussnahme nutzen konnen. Wo wollen wir Einfluss nehmen? Bei der
Differenziation. Und das geht so:

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass ein beliebiger Ex-
pansionskoeffizient ¢, von allen anderen Koeffizienten abhénge, diese aber seien von-
einander unabhéngig. Dann gilt

oL

9 = O fiir alle k=1,2,....,n—1 (2.19)

Die Ableitung von L nach ¢, ist nicht notwendigerweise Null, also wéhlen wir den
unbestimmten Lagrangeschen Multiplikator E gerade so, dass auch die Ableitung
nach ¢, verschwindet, und es gilt

oL

o =0 fiir alle k=1,2,...,n—1,n (2.20)

11
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Dies ist eine linear 16sbare Bestimmungsgleichung fiir die minimierenden Expansi-
onskoeffizienten {c;}. Sie fithrt unmittelbar zu einer Formulierung des Eigenwert-
problems der Hamilton-Matrix H:

Hc = FEc (2.21)

mit ¢ als Koeffizienten-Vektor.

Da die Hamilton-Matrix H symmetrisch ist, findet man n orthonormale Eigen-
vektoren ¢ und n zugehorige Eigenwerte . Jeder dieser Vektoren definiert eine
andere Linearkombination der Basisfunktionen. Man definiert daher eine Matrix der
Koeffizienten C mit Elementen C;, = ¢, eine weitere Matrix E mit den Diagonal-
Elementen F“ und verallgemeinert so Gleichung 2.21 auf die Gesamtheit moglicher
Losungen |, ):

HC = EC (2.22)

Summa summarum reduziert man durch Anwendung des Variationsprinzips und
des Verfahrens der Lagrangeschen Multiplikatoren die Losung einer beliebig kom-
plizierten Differenzialgleichung auf das Losen eines linearen Gleichungssystems. Die
Effizienz der Methode bezahlt man mit einer Ndherung, und so hiangt die Prézision
der Ergebnisse von der Groke und der Qualitidt der Basis {|¥;)} ab. Bei Einsatz
einer fiktiven unendlich groffen Basis erhdlt man die theoretische Untergrenze des
Algorithmus Ej.

2.3.2 Die Slater-Determinante

Die Wellenfunktion W, ({r;}; {R.}) der elektronischen Schrédinger-Gleichung ist
nur fiir Systeme mit einem einzelnen Elektron exakt bestimmbar. Sobald ein Atom
oder Molekiil mehr als ein Elektron enthélt, steht man vor dem Problem, die Bewe-
gung eines bestimmten Elektrons in Abhingigkeit von den Bewegungen aller anderen
Elektronen beschreiben zu miissen. Bewegungen dreier sich wechselseitig beeinflus-
senden Korper nennt man Dreikorperproblem und konstatiert, dass es sich nicht
analytisch losen ldsst. Um dennoch zu einer angendherten Wellenfunktion zu ge-
langen, geht man zunéchst von einem recht groben Ansatz aus und versucht dann,
diesen schrittweise zu verfeinern.

Ignoriert man in einem ersten Schritt die wechselseitig repulsive Beeinflussung
der Elektronen des Systems, so macht es Sinn, die Gesamtwellenfunktion als ein
Produkt von Ein-Elektron-Spinorbitalen y zu formulieren:

\DSP = Xi(®1)x;(z2) . x(Tn) (2.23)

Diese Darstellung einer Wellenfunktion WH" wird Hartree-Produkt genannt.
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Das Hartree-Produkt unterscheidet zwischen individuellen Elektronen, was na-
tiirlich nicht der physikalischen Wirklichkeit entspricht. Auferdem erfiillt es nicht
die Forderung des Antisymmetrie-Prinzips, wonach eine Fermionen-Wellenfunktion
beim Austausch zweier Teilchen ihr Vorzeichen &ndern muss:

Uy, ..o @iy @y X)) = =Vl ....2), .., iy .., Tp) (2.24)

Das folgende Beispiel einer Wellenfunktion zweier Elektronen ist eine Linearkombi-
nation zweier Hartree-Produkte und erfiillt das Antisymmetrie-Prinzip:

1

Vo(z1, T2) = E[\Iﬂl{;’(wlv ) — Uy (21, 22)]
= %[Xi(%)xj(m) —Xj(z1)xi(z2)] (2.25)

Der Faktor % ist der Normalisierungsfaktor fiir eine Linearkombination zweier Wel-
lenfunktionen.

Die Verallgemeinerung dieser Wellenfunktion gelingt mit den Mitteln der Linea-
ren Algebra in Form einer Determinante, der so genannten Slater-Determinante:

xi(z1) xj(z1) - xk(z)
Valoras, o) = = | T I
Xz(wn) Xj(wn) Xk:(wn)

in der pragnanteren Dirac-Schreibweise:

Vey(@y, @2, 0) = [Xi(@1)X5(@2) -+ Xa(@n)), (2.27)
bei festgelegter Nummerierung der Elektronen:

Uy, T2, ..., ¢n) = |XiXj - Xxk) oder kurz |ij---k) (2.28)

Die Menge der verwendeten Spinorbitale {y;} wird Basissatz genannt. In der Slater-
Determinante entsprechen die Reihen den Elektronen und die Spalten den Spinorbi-
talen. Jede mdogliche Vertauschung von Koordinaten  wird korrekt antisymmetrisch
beriicksichtigt.

Durch die Erfiillung des Antisymmetrie-Prinzips importiert man eine weitere be-
deutende Zusatzinformation. Denn wie sich zeigen lisst (Szabo und Ostlund [1996]),
ist fiir Wellenfunktionen vom Slater-Determinanten-Typ das Antreffen zweier Elek-
tronen gleichen Spins am selben Ort unmdoglich. Diesen Umstand nennt man Aus-
tauschkorrelation. Der Elektronen umgebende Raum, der ein Eindringen eines Elek-
trons gleichen Spins ausschlieft, heifst Fermi-Loch (Kutzelnigg [1975]).

13
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2.3.3 Linearkombinationen von Orbitalen

Die Qualitat einer Wellenfunktion, die als Slater-Determinante formuliert wird,
héngt von ihrer Vollstédndigkeit ab. Eine Slater-Determinante mit unendlich grofem
Basissatz {xo} wire im Rahmen ihrer Ndherungen eine perfekte Wellenfunktion.
Es liegt auf der Hand, dass unendliche Slater-Determinanten unrealisierbar sind, so
dass man nach einer 6konomischeren Methode der Basissatz-Konstruktion suchen
muss.

Als besonders giinstig fiir die Erzeugung von Molekiil-Raum-Orbitalen v;(r)
haben sich Linearkombinationen der entsprechenden Atom-Orbitale ¢, () erwiesen,

vi(r) = Zcui¢u(r)7 (2.29)

I

da Letztere bei der Bindungsbildung im Wesentlichen erhalten bleiben. Auch hier
gilt, dass eine moglichst vollstindige Auswahl der zu kombinierenden Funktionen
die Qualitdt der kombinierten Funktion erhoht. Diese Methode nennt man LCAO-
MO-Ansatz.®> Auf diesen Punkt wird im Zusammenhang mit den Roothaan-Hall-
Gleichungen noch zuriick gekommen werden (S. 19).

Die entstehenden Molekiilorbitale miissen eine orthonormale Basis bilden, eine
Bedingung, die man allgemein mit dem Kronecker-Delta §;; formuliert:®

(Wilhy) = b (2.30)

Atomorbitale ihrerseits konnen zwar normiert sein, sind aber i.d.R. nicht orthogonal,
da sie an unterschiedlichen Atomzentren lokalisiert sind. Statt dessen ergeben sich
so genannte Uberlappungsintegrale

(Puldv) = Sw - (2.31)

2.3.4 Hartree-Fock

Auch der elektronische Hamilton-Operator

A

Hy = T+ Vie + Ve (2.32)

SLCAO-MO = Linear Combination of Atomic Orbitals - Molecular Orbitals
6Zur Definition des Kronecker-Deltas: seien ¥; und ¥, orthonormale Wellenfunktionen, dann
gilt:

0, falls i # j

<‘I’z‘\IIJ> = b= { 1, falls i = j

14
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enthélt einen problematischen Zweikorperterm

N n n 1
Vee = Zl: Z m, (2.33)
=1 3>

der die gegenseitige Abstofsung der Elektronen beriicksichtigt.

Um einer geeigneten Approximation naher zu kommen, betrachten wir zunéchst
ein Ein-Elektron-System. Der Hamilton-Operator lautet in diesem Fall

ha(1) = to(1) + Dpe(1) (2.34)

gleichbedeutend mit der Annahme, dass sich die elektronische Energie des Systems
additiv aus den Beitrdgen kinetischer und potenzieller Energie des Elektrons 1 im
elektrostatischen Feld der Kerne zusammensetzt. Bringt man weitere Elektronen in
dieses System ein, so kommen Wechselwirkungsbeitrige der Elektronen untereinan-
der hinzu.

Kernaussage der Hartree-Fock-Ndherung ist nun, dass der Wechselwirkungs-
Einfluss, unter dem ein beliebiges Elektron ¢ in einem System mit n Elektronen
steht, sich als effektiv fiir dieses Elektron ,sichtbares” statisches Potenzial v (7)
darstellen lasst:

Dee(iy j) = v"F(0) (2.35)

Das Potenzial v"'¥ (i) heiftt Hartree-Fock-Potenzial. Addiert man dieses Potenzial
in Gleichung 2.34 ein, erhilt man den so genannten Fock-Operator:

f) = te(i) + tpe(i) + 00 (4)
N Z.

1
= ——V?-— -
2 a:1|ri_Ra|

+ o (7) (2.36)

Analog formuliert man die so genannte Hartree-Fock-Gleichung als Ein-Elektron-
Eigenwert-Gleichung:

~

f@)x(z;) = eax(zi) (2.37)

Bei genauer Kenntnis des Hartree-Fock-Potenzials fiir jedes Elektron ¢ des Systems
lasst sich die Hartree-Fock-Gleichung 16sen, und man erhilt Orbitale x und Orbi-
talenergien e. Leider ist das Potenzial selbst-rekursiv definiert und zunichst vollig
unbekannt. Es bedarf geeigneter Bestimmungsverfahren, von denen in Abschnitt
2.3.6 (S. 19) noch zu sprechen sein wird. Dennoch erlaubt die Tatsache, dass in
Hartree-Fock-basierten Methoden in der Regel Slater-Determinanten zum Einsatz
kommen, eine genauere Eingrenzung des Hartree-Fock-Potenzials.

15
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Die Anwendung des Zwei-Elektronen-Operators 0.(7, j) aus Gleichung 2.35 auf
eine Slater-Determinante fiihrt zu den folgenden Integralen:

(Wi |Tg) = / derdis x (22)X (@) 751 xa(@1)x;(22)

- [dmidza i@ (ea) ! e (aa)
= (ijlig) — (ij|lji) = (ij|lij) (Dirac-Notation) (2.38)
Das erste Integral (ij|ij) heift Coulomb-Integral, das zweite (ij]j) wird Austausch-
Integral genannt. Daraus leitet man entsprechende Operatoren ab und erhilt aus

den Wechselwirkungen zwischen Elektron 1 in Spinorbital x; und Elektron 2 in y;
den

Coulomb-Operator J;(1) = /dwg Ixo(2)|? 715 (2.39)
und den
Austausch-Operator K;j(D)xi(z,) = [/dazng(@) e Xi(T2)| x;j(z1)
(2.40)

Der Coulomb-Operator quantifiziert die Repulsion der Elektronen, gewichtet mit der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit dzo |y,(2)]? des zweiten Elektrons im Raumelement
dxs bei x5. Der konstruktive Beitrag des Austausch-Operators ist weniger plausi-
bel, denn er ist ein formalistisches Abstraktum, das sich aus der antisymmetrisierten
Form der Slater-Determinante beim Platzwechsel zweier Elektronen gleichen Spins
ergibt.

Betrachten wir ein einzelnes Elektron, so miissen Coulomb- und Austausch-
Operator iiber alle moglichen paarweisen Wechselwirkungen mit anderen Elektronen
summiert werden:

ﬁ(1)+2jj(1)—2kj(1)] xi(l) = exi(l) (2.41)
J#i i#i

Da die Wechselwirkungen eines Elektrons mit sich selbst geméfs
i) = K] w1) = 0 (2.42)

verschwinden, kann man auf die Restriktion j # ¢ bei der Summation verzichten.
Der effektive Ein-Elektron-Fock-Operator ldsst sich also schreiben als

~

f) = b0+ 50 =2 K0) (2.43)
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und auch das Hartree-Fock-Potenzial ist jetzt genauer definiert als

(1) = ij(1)—ZKj<1) . (2.44)

2.3.5 Basissatze

Unter einem Basissatz versteht man eine Menge von Spin- oder Raum-Wellenfunk-
tionen {x;} oder {¥;}, in die man eine Wellenfunktion entwickelt und die so als
Grundlage fiir quantenchemische Berechnungen dienen. Der iibliche Weg fiihrt iiber
Linearkombinationen von Atomorbitalen ¢; zu Molekiil-Raum-Orbitalen ¥,, Spin-
Orbitalen y; und schlieklich via Slater-Determinante zu einer Mehr-Elektronen-
Wellenfunktion .

Die Verwendung von Atomorbitalen als ,Startpunkt liegt nahe, weil sie aus ge-
schlossenen Ldsungen der elektronischen Schrodinger-Gleichung bekannt sind. Die
Radialteile dieser als Slater-Typ (STO) kategorisierten Funktionen haben die all-
gemeine Gestalt

F = Ne ™. (2.45)

Wellenfunktionen dieses Typs bereiten grosse Probleme bei der Berechnung von in
quantenchemischen Algorithmen hiufig auftretenden Mehrzentren-Integralen. Funk-
tionen vom Gauf-Typ (GTO)

2

G = Ne (2.46)

dagegen sind formalistisch unkomplizierter, letztendlich weil die Ableitung einer
Gauf-Funktion wieder eine Gaufs-Funktion ist. Bedauerlicherweise sind Gaufs-Funk-
tionen nur eine schlechte Anniaherung der ,realen” Slater-Typ-Orbitale. Insbesondere
die Modellierung des so genannten ,cusp“, der Spitze des Grafen der Elektronen-
Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Kernort, gelingt mit einer Gauf-Funktion nicht.
Durch Linearkombinationen von Gauf-Funktionen kann man Slater-Orbitalen je-
doch befriedigend nahe kommen:

Eine solche Linearkombination wird kontrahierte Gauss-Funktion (CGTO) ge-
nannt, weil man mehrere Funktionen zusammenfasst, um eine Slater-Funktion zu
reproduzieren. Die Kontraktionskoeffizienten ¢; sind atomspezifisch und gehen pa-
rametrisch fixiert in Folgerechnungen ein.
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Standard-Basissitze, Notationen

Die Wahl des Basissatzes ist ein sensibler Punkt quantenchemischer Kalkulationen.
Kleinere Basissétze beschleunigen die Berechnungen merklich, liefern aber haufig nur
quantitative Aussagen, wiahrend grofsere Basissitze zwar meist prizisere Ergebnisse
liefern, allerdings zum Preis eines erheblichen Rechenaufwandes. Durch die in vie-
len Molekiilberechnungen gewonnene Erfahrung entwickelten sich einige Standard-
Basissitze, die sich dadurch auszeichnen, dass sie aus einer verhaltnisméfig kleinen
Zahl gut ausgewdhlter Basisfunktionen bestehen und so bei iiberschaubarem Re-
chenaufwand sehr gute Ergebnisse liefern.

Ein erster einfacher Ansatz ist die Verwendung einer so genannten minimalen
Basis mit nur einem Satz von Basisfunktionen fiir jede besetzte Atomschale. (Unter
einem Satz von Basisfunktionen versteht man die Funktionen, die sich nur durch
den winkelabhéngigen Anteil unterscheiden, also bspw. p, p, p..) Werden n Gauf-
Funktionen kontrahiert, um einen Slater-Typ zu reproduzieren, so bezeichnet man
den Basissatz als STO-nG (n ist meist 3 oder 6). Basissitze dieses Typs sind relativ
»klein“. Dass mit ihnen in manchen Féllen gute Ergebnisse erzielt werden, muss auf
eine Kompensation entgegengesetzt gerichteter Fehler zuriickgefiihrt werden.

Eine deutliche Verfeinerung erfihrt ein Basissatz durch die Verwendung mehre-
rer kontrahierter Gaufs-Funktionen mit unterschiedlichen Exponenten (. Diese Ba-
sisséitze nennt man dementsprechend Double-Zeta- bzw. Triple-Zeta-Basissétze (DZ,
TZ). Oft beschrénkt man diesen Aufwand auf die Valenzelektronen und benutzt so
genannte Split-valence-Basissitze. Ein Beispiel: die Notation 4-31G bedeutet: man
kontrahiert vier GTOs zu einer CGTO fiir die Rumpforbitale und drei bzw. eine
GTO(s) zu zwei CGTOs fiir die Valenzorbitale. Geometrien, die mit diesen Basis-
sitzen erhalten werden, zeigen schon recht gute Ubereinstimmung mit experimentell
ermittelten.

Um die Polarisation der Ladungsverteilung bei einer Bindungs-Bildung bes-
ser modellieren zu konnen, hat man zusitzliche Polarisations-Funktionen einge-
fiihrt. Dazu eignen sich Funktionen mit hoherem Drehimpuls, also d-Funktionen
fir die Atome der ersten Langperiode (6-31G*) und zusétzliche p-Funktionen fiir
Wassersoft-Atome (6-31G**). Basissétze dieses Typs werden als DZP, TZP, TZPP,
etc. notiert. In Molekiilen, die durch Konjugations- und Polarisations-Effekte stark
beeinflusst werden, sind Basissdtze mit Polarisations-Funktionen fiir eine korrekte
Beschreibung unerlésslich.

Die bisher genannten Notationen fiir Basissitze sind relativ unsystematisch und
oft ungenau, so dass man sie hdufig auch praziser dokumentiert findet:
(11s4p1d/4s1p)|3s2p1d /2s1p| bezeichnet bspw. den 6-31G*-Satz (fiir die Atome
der ersten Langperiode werden 11 s-, 4 p- und 1 d-GTO zu 3 s-, 2 p- und 1 d-
CGTO kontrahiert, fiir die Wasserstoff-Atome verwendet man 4 s- und 1 p-GTO,
kontrahiert zu 2 s- und einem p-CGTO).
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Die Beschreibung des elektronischen Zustandes eines Systems durch besetzte
und unbesetzte Molekiilorbitale allein ist in vielen Féllen nicht ausreichend. Man
weiss inzwischen, dass manche Systeme in der Nidhe ihres lonisierungs-Potenzials
eher einem einfach geladenen Kation mit einem noch nicht ganz abstrahierten, also
socker® gebundenen Elektron gleichen. Einen solchen Zustand nennt man in An-
lehnung an das Wasserstoff-Atom Rydberg-Zustand. Dementsprechend #dhnelt das
von diesem ,locker“ gebundenen Elektron besetzte Orbital einem diffusen Atomor-
bital, das sich iiber das gesamte Molekiil ausdehnt. Haufig kommt es dabei zur
Mischung von Rydberg- und Valenz-Zusténden, so dass in vielen Berechnungen
Rydberg-Funktionen in die Basisséitze mit einbezogen werden miissen.

Ein weiterer Fall eines Systems, dessen Berechnung eine Erginzung der Standard-
Basissitze erforderlich machen kann, ist das Anion. Hier werden weitere, ,negative
Ionen-Funktionen“ genannte Funktionen in den Basissatz aufgenommen, die diffuser
als Valenz- und kompakter als Rydberg-Funktionen sind.

2.3.6 Self-Consistent-Field

Im Roothaan-Hall-Verfahren setzt man die Raum-Orbitale v); als Linearkombina-
tionen eines Satzes von x Atomorbitalen {¢,} an (LCAO-MO, Abschnitt 2.3.3, S.
14):

K

pn=1
Dies fiihrt zu einer modifizierten Hartree-Fock-Gleichung:

K K

f(l)zcm’¢u(1) = eizcui¢;4<1) . (249)

[L:1 #:1

Multipliziert man von links mit ¢*(1) und integriert iiber dry, so gelangt man zu
den Roothaan-Hall-Gleichungen, die einen wesentlichen Schritt zur Maschinen-
l6sbarkeit des Problems darstellen:

> [ aneifaus, = > e [ droima,m) (2.50)

Diese wichtige Beziehung wird in Kiirze gebraucht werden.
Nach der Definition der S, aus Gleichung 2.31 ergeben sich die Elemente Uber-
lappmatrix S als:

S = / dr 7 (1)6,(1) (2.51)
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Analog zum Fock-Operator kennt man die Elemente der Fockmatrix F', die sich
aus einem Einelektronenteil H und einem Zweielektronenteil G zusammen setzt:

FHV - /drl¢2(1)f¢v<1)

n/2

= [nemieo,0) + Y [ dnei 1) 220) - K@) ()

= H°+ G, (2.52)

Die Iteration. Wie in Abschnitt 2.3.4 (S. 14) dargestellt, entspricht das im Fock-
Operator eingesetzte Hartree-Fock-Potenzial v Coulomb- und Austausch-Integra-
len von Spin- oder Raum-Orbitalen. Diese Orbitale sind von einander abhingig, so
dass eine Losung auf direktem Weg unmoglich ist. Daher beginnt man die Rechnung
zunichst mit einer mehr oder weniger gut angesetzten Testfunktion ®, dem so ge-
nannten initial guess. Dann verbessert man die Testfunktion durch lineare Variation
mit Lagrangeschen Multiplikatoren ¢;;.

ZF’Z‘]'CJ' = ZeijSijcj, (253)

J

wobei Fj; die Matrixelemente des Fock-Operators darstellen. Betrachtet man die
Variation aller HF-Orbitale gleichzeitig, so haben wir es mit einer Matrix von Ex-
pansions-Koeffizienten c,; zu tun, und wir schreiben die Roothaan-Hall-Gleichungen
2.50 in ihrer Matrix-Form:

FC = SCE. (2.54)

Hier ist ¢ der Vektor der Koeffizienten der Atomorbitale ¢, in der Entwicklung des
Orbitals ;. E ist der Vektor der Eigenwerte e.

Diese Prozedur wiederholt man so lange, bis das Hartree-Fock-Potenzial, die Spin-
orbitale und/oder die Energie-Eigenwerte konvergieren. Man spricht von Selbst-
Konsistenz (self consistent field, SCF) und nennt diesen Zustand stationir.

An dieser Stelle stellt die Auswahl der Atomorbital-Basissdtze {¢;} ein wich-
tiges Kapitel der Quantenchemie dar, da die Qualitdt der Basen entscheidenden
Einfluss einerseits auf die Prazision der Ergebnisse und andererseits auf den rechen-
technischen Aufwand haben (N#heres hierzu wurde bereits im Abschnitt 2.3.5, S. 17
diskutiert).

Das Ergebnis. Als Losung des Self-Consistent-Field-Verfahrens ergibt sich ein
Satz orthonormaler Hartree-Fock Spinorbitale {x;} und Lagrangesche Multiplikato-
ren in Form einer Matrix E. In dieser Form ist das Ergebnis unanschaulich und nicht
eindeutig bestimmt. Diagonalisiert man diese Matrix aber, so entsprechen die Dia-
gonalelemente den Orbitalenergien e der jetzt ebenfalls klar definierten Spinorbitale,
die man auch kanonische HF-Orbitale nennt.
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Die Deutung. Die Spinorbitale lassen sich in der Reihenfolge ihrer Energieei-
genwerte ordnen und beispielsweise fiir die Beschreibung des Hartree-Fock-Grund-
zustandes |WHF) sukzessiv mit Elektronen besetzen. Man erhilt besetzte Orbitale
Xa,p.... und unbesetzte, so genannte virtuelle Orbitale x, s , und es gilt fiir eine Be-
setzung mit n Elektronen:

‘\IJIU_IF> = |X17X27"'7Xa7Xba"'7Xn> (255)

Die Energie E, des Grundzustandes ergibt sich als Summe aller Orbitalenergien
abziiglich der dabei doppelt gezidhlten Elektron-Elektron-Wechselwirkungen zu

n

E, = Z(Xa|i1’Xa>+%ZZ<XaXbHXaXb> (2.56)

a

Die durch Entfernung oder Addition eines Elektrons berechenbaren Energiedifferen-
zen sind nach Koopmans Theorem (Szabo und Ostlund [1996]) ein Maf fiir Tonisati-
onspotenziale und Elektronenaffinititen.” Im Rahmen von Koopmans Theorem wird
somit den Orbitalenergien eine eigentlich nicht vorhandene, physikalische Bedeutung
zugeordnet.

Die Varianten. Je nach Besetzungsgrad und Art der verwendeten Orbitale un-
terscheidet man drei unterschiedliche Hartree-Fock-Verfahren:

e RHF = Restricted Hartree Fock
verwendet Raumorbitale, die jeweils doppelt oder nicht besetzt werden diirfen

¢ ROHF = Restricted Open-Shell Hartree Fock
verwendet Raumorbitale, die flexibel besetzt werden diirfen

e UHF = Unrestricted Hartree Fock
verwendet Spinorbitale, die flexibel besetzt werden diirfen

Die RHF-Methode ist das meist genutzte Verfahren, denn es liefert bei vergleichswei-
se geringem Rechenaufwand gute Ergebnisse fiir Gleichgewichtsgeometrien von Mo-
lekiilen im elektronischen Grundzustand. Flexibler ist dagegen die UHF-Methode,
da sie auch spin-relevante Phinomene qualitativ richtig erklaren kann.

"Das Koopmans Theorem produziert im Allgemeinen zu hohe Ionenpotenziale und zu nied-
rige Elektronenaffinititen, weil es von ,eingefrorenen Orbitalen ausgeht. Tatsdchlich aber
relaxieren Orbitale nach Addition oder Subtraktion eines Elektrons. Des Weiteren werden
Elektronenkorrelations-Effekte vernachlissigt; das allerdings ist eine prinzipielle Schwiche der
Hartree-Fock-Niherung.
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Die Grenzen. Das SCF-Verfahren erleidet die Restriktionen der Naherungen, die
es benutzt. Eine Slater-Determinante représentiert eine Wellenfunktion um so prazi-
ser, je grofer ihre Basis ist. Des Weiteren beriicksichtigt die Hartree-Fock-Naherung
keinerlei Elektronenkorrelations-Effekte. Dennoch stellen die hier gefundenen Er-
gebnisse eine sehr gute Grundlage fiir weiterfiihrende Verfahren wie Configuration
Interaction dar, von dem in Kapitel 2.3.11 (S. 31) zu sprechen sein wird.

Angeregte Konfigurationen

Da das SCF-Verfahren nicht nur einen Satz {x,} der im Grundzustand besetz-
ten, sondern auch einen Satz {x,} virtueller Spinorbitale ermittelt, ist es moglich,
Wellenfunktionen auch fiir angeregte Zusténde zu formulieren. Nach den Regeln der
Kombinatorik gibt es (Z) Méglichkeiten dafiir, n (ununterscheidbare) Elektronen auf
k Spinorbitale zu verteilen. Die Darstellung der Wellenfunktion eines angeregten Zu-
standes im Rahmen des SCF-Formalismus geschieht durch Austausch von besetzten
Spinorbitalen gegen virtuelle in der Slater-Determinante des Grundzustandes, der
somit als Referenz fungiert:

[Wo) = |X1,X2s s Xas Xby -+, Xn) Grundzustand
WY = X1, X2y -y Xy Xbs --s Xn) einfache Anregung aus Orbital x, in x,

|WrSY = X1y X2y -y Xrs Xs» --s Xn) doppelte Anregung aus den Orbitalen x5 in X s

n-fache Anregung

Da die Zufithrung von Anregungsenergie immer zu einer statistischen Verteilung/Mi-
schung angeregter Konfigurationen fiihrt, ist keine dieser Determinanten eine akku-
rate Darstellung eines ,wirklichen angeregten Zustandes. Allerdings sind diese De-
terminanten niitzliche Bausteine fiir einen weiterfiihrenden Formalismus, die Confi-
guration Interaction (siche Abschnitt 2.3.11, S. 31).

2.3.7 Dichtefunktionaltheorie

Die Suche nach einer alternativen Behandlung der nicht relativistischen zeitunab-
hangigen Schrodinger-Gleichung, die im Gegensatz zur Hartree-Fock-Naherung Elek-
tronen-Korrelations-Effekte systematisch mit beriicksichtigt, fiihrte in den sechziger
Jahren zur Dichtefunktionaltheorie (Parr und Yang [1994]). Ihr formalistischer An-
satz ist ein nicht-quantenmechanischer, zumal die zentrale Grofe nicht mehr eine
Wellenfunktion, sondern die durch sie erzeugte Elektronendichte p(r) ist. Sie ist wie
folgt definiert:

o(r) = n/|®({mi})|2dw1d$2, . da, (2.57)
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Darin entspricht n der Gesamt-Elektronen-Anzahl, ® ist die Gesamt-Elektronen-
Wellenfunktion, w ist eine nicht ndher definierte Spinkoordinate, r die Raumko-
ordinate und x die Gesamtheit beider. Randbedingung ist trivialerweise, dass alle
Elektronen des Systems sich irgendwo im Raum befinden miissen:

/p('r)d'r =n (2.58)

Von den Konsequenzen dieser Substitution soll in den folgenden Abschnitten die
Rede sein.

2.3.8 Die Theoreme von Hohenberg und Kohn

Hohenberg und Kohn formulierten in den sechziger Jahren zwei nach ihnen benannte
Theoreme (Hohenberg und Kohn [1964]):

1. Durch jede Elektronendichte wird eindeutig ein externes Potenzial festgelegt:
p(r) — w(r) (2.59)

Die lésst sich leicht zeigen: Gehen wir von der Annahme aus, dass die Elek-
tronendichte p(7) zwei externe Potenziale festlege, und nennen wir diese Po-
tenziale vy (r) und vy(r). Folglich gidbe es zu jedem Potenzial unterschiedliche
Hamilton-Operatoren H; und ﬁg, sowie unterschiedliche Wellenfunktionen ¥,
und Vs, die jedoch nach Voraussetzung dieselbe Grunzustandsdichte aufwei-
sen:

[T* = [Ty (2.60)

Nach dem Variationsprinzip (siehe Abschnitt 2.3.1, S. 10) gilt fiir den Erwar-
tungswert der Energie von Wy:

EY = (U |H |y) < (Uo|H\|Ws) = (Wo| Ho| W) + (Wo| Hy — Hy|Ws)
= By + (Usfvi(r) — va(r)[Ps)
(2.61)

Ebenso formuliert man fiir die Wellenfunktion W,

EY = (Us|H|Ws) < (U4 |Ho|Uy) = (Uy|H,|Uy) + (U |Hy — Hi|Ty)
= EY + (U1]va(r) — 01 (7)[0y)
(2.62)
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Es entsteht ein Gleichungssystem, das zum Widerspruch fiihrt:

EY < EJ+ /p(r) [v1(r) — va(r)] dr . o . 0
BY < B+ [p(r)lualr) —w(r)dr

(2.63)

Die Zuordnung eines externen Potenzials ist also tatséchlich eindeutig, so dass
die folgende Formulierung der Energie als Funktional der Dichte gerechtfertigt
ist:

Elp(r)] = Vielo(r)] + To(r)] + Velo(r)]
- / p(r)o(r)dr + Tlp(r)] + Vielo(r)] (2.64)

In der potenziellen Elektron-Elektron-Wechselwirkungsenergie enthalten ist
die klassische Coulomb-Repulsion J, nunmehr ebenfalls ein Funktional der
Dichte:

Jp(r)] = %//—ip(m)p(rz)dmdrg (2.65)

T12

2. Das zweite HK-Theorem lautet: ,Jedem Potenzial v(r) kann man eine rdum-
liche Wellenfunktion W(r) zuordnen‘:

pr) — o(r) — ¥(r) (2.66)

Dieser scheinbare Riickschritt in das gewohnte Umfeld der Quantenchemie er-
moglicht eine variationelle Optimierung der Elektronendichte p(r) iiber den
Umweg der Wellenfunktion W(7) unter der Makgabe der Energie-Minimierung.
Nach dem Variationsprinzip gilt fiir jede ,, Test-Dichte* p(r) und jede Testfunk-

tion W(r):

Elp(r)] = EN(r)] > EN(r)] = Elp(r)] (2.67)
Da also

Elp(r)] = (‘i’(f’)lﬁl‘i’(rﬁZ/ﬁ('f’)v(’f’)dTJrT[ﬁ(T)]+V[ﬁ(7')] ,
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erhdlt man unter Verwendung der Nebenbedingung 2.58 die optimierte Elek-
tronendichte durch Losung der folgenden Gleichung mittels Lagrangescher
Multiplikatoren A:

0 = 6E[p(r)] — Aé(n—/p(r)dr)

0T p(r)] = Veelp(r)]
op(r) op(r)

(2.69)
= A = o(r)+

Wiire die funktionale Abhéngigkeit der kinetischen Energie T'[p] und und der poten-
ziellen Energie V,.[p] bekannt, dann kénnte man Gleichung 2.69 exakt lésen. Statt
dessen bedarf es auch im Falle der Dichtefunktionale einer geeigneten Ndherung fiir
die kinetische Energie 7" und die Wechselwirkungsbeitrige der Elektronen V..

Die Kohn-Sham-Gleichungen

Bei der Herleitung des Kohn-Sham-Formalismus betrachtet man zunéchst ein fik-
tives, aber geschlossen berechenbares System ohne Elektron-Elektron-Wechselwir-
kungen, vergleicht die Ergebnisse mit dem nicht berechenbaren realen System und
versucht anschlieffend, den Fehler zu quantifizieren.

Im gedankenexperimentellen System S ohne Elektron-Elektron-Wechselwirkun-
gen definiert man die so genannte Kohn-Sham-Determinante fiir n Elektronen
in n Orbitalen ¢; gemaf

Tlp(r)] = Y0l — V) mit p(r) =3 lou(r)l (2.70)

Die verwendeten Orbitale ¢;(r) geniigen der Eigenwertgleichung

5 )] ) = aoln) 2.71)

Das Potenzial vg ist ein formalistisches Auxiliar, das gerade so konstruiert wird,
dass das nicht-wechselwirkende System dieselbe Elektronendichte erzeugt wie das
real wechselwirkende:

Pricht—ww — Pww (272)

Da die Elektronendichten des nicht- und des wechselwirkenden Systems gleich sind,
und die Energie ein Funktional dieser Dichte ist, kann man die Systemenergie in
Termen des nicht-wechselwirkenden Systems angeben:

Elp(r)] = Tslp(r)] + / us(r)p(r)dr (2.73)
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Der Vergleich mit Gleichung 2.64 des wechselwirkenden Systems fiihrt zu folgendem
Ausdruck:

Elp(r)] = / vs()p(r)dr + Ts[p(r)] + Jp(r)]
+ (Tlo(r)] = Tslp(r)]) + (Veelp(r)] = J1o(r)]) (2.74)
= Exclp(r)]

Im Austausch-Korrelations-Funktional Exc[p(r)] enthalten sind demgeméf ein Kor-
rekturfaktor fiir die kinetischen Energien, sowie alle Elektron-Elektron-Wechselwir-
kungsbeitrige, die durch das Coulomb-Funktional J[p(r)] entweder gar nicht oder
falsch erfasst werden. Dazu zédhlt insbesondere die so genannte dynamische Korrela-
tion, die man vereinfachend als eine zeitabhingige Verringerung des Bewegungs-
spielraumes eines einzelnen Elektrons durch die Repulsion der zum Zeitpunkt ¢
zufillig benachbarten Elektronen verstehen kann. Das entsprechende Austausch-
Korrelations-Potenzial vxc(r) erhélt man als Funktionalableitung

d Exclp(r)]
op(r)

und man formuliert die Kohn-Sham-Gleichungen in Form einer Eigenwert-Gleichung;:

vxe(r) = (2.75)

—%VQ +u(r) + Jp(r)] +vxe(r)| o0 = €@ (2.76)

Als Kohn-Sham-Potenzial vikg definiert man zusammenfassend
vks(r) = v(r)+ J[p(r)] + vxe(r) (2.77)

die Orbitale ¢; werden nach ihrer ,Herkunft und in Abgrenzung von den in Hartree-
Fock-Niherung ermittelten Wellenfunktionen Kohn-Sham-Orbitale genannt.

Austausch-Korrelations-Funktionale

Die Qualitéit der Ergebnisse einer Kohn-Sham-basierten Rechnung ist besonders eng
verkniipft mit der Qualitit des Austausch-Korrelations-Potenzials vxc(r). Um den
enormen Geschwindigkeitsgewinn der DF'T nicht mit einem ebenso grofen Verlust
an Prézision bezahlen zu miissen, wurde in den vergangenen 15 Jahren sehr viel
quantenchemisches Know How in die Entwicklung geeigneter Funktionale gesteckt
(Johnson u.a. [1993]; Handy [1988]; Cohen und Handy [2000]). Dabei hat sich eine
grundsétzliche Trennung von Austausch- und Korrelations-Funktionalen durchge-
setzt.
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Eine hiufig genutzte Vorgehensweise in beiden Féllen ist ein physikalisch fun-
dierter initial guess und dessen Justierung durch Vergleich mit einem geeigneten
Bezugssystem. Als solches wurde in einem friihen nahe liegenden Ansatz das Modell
des homogenen (spin-polarisierten) Elektronengases — auch ,Jellium“ genannt —
als Berechnungsgrundlage heran gezogen. Kennzeichen dieses fiktiven Systems sind
eine gleichformige Verteilung der Elektronen und eine gleichférmig verteilte positive
Ladung. Es ist das einfachst denkbare Vielkorpersystem, das dennoch iiber seine
Dichte vollstindig definiert ist. Spédter hat man versucht, dieses Modell zu verfei-
nern und den tatséchlichen Verhiltnissen in Molekiilen anzugleichen und gelangte
so z.B. zum so genannten ,fast homogenen* Elektronengas (Gill [1998]). Den letz-
ten ,,Schliff bekommen manche Austausch-Korrelations-Funktionale erst durch die
Anpassung an einen Satz reprisentativer experimenteller Ergebnisse, weshalb man
sie als ,semiempirisch” betrachten kann.

Austausch-Funktionale. Die Austausch-Energie im homogenen Elektronengas
wurde von Dirac [1930] angegeben mit

plom. —g (%)1/3; / oo (r)[Y3dr . (2.78)

Die Erweiterung der Betrachtungen auf den inhomogenen Fall fithrt zur so genannten
Lokalen Spin-Dichte N&herung (LSDA), die in Austausch- und Korrelations-
Anteil gegeben ist durch das Integral

g = [exclpulr).patr)) dr (279

Man beachte die Separation des Integranden in lokale Spin-Dichten fiir a- und (-
Spin. Bezieht man den Gradienten der Dichte Vp(r) als Quantifizierung der Inho-
mogenitdt mit in Funktional mit ein (von Weizsdcker [1935]), so gelangt man zu
Potenzialen des GGA-Typs (GGA - generalized gradient approximation)

EG9A = /f[pa<r>,pﬂ<r>,wam,wﬁ(rndr | (2.80)

Formalistische Probleme mit diesem Funktional-Typus iiberwand Becke [1988] mit

der Einfiihrung des korrekten asymptotischen Verhaltens im Austausch-Funktional
,,B88*:

1
BEx = —§/Mdr mit  lim By =0 (2.81)
'S r—00

Obwohl damit die Qualitdt der Austausch-Funktionale gesteigert werden konnte,
beobachtete Becke, dass die Verwendung von Mischformen aus GGA-Funktionalen
und der ,exakten* Hartree-Fock-Austausch-Energie noch deutlich bessere Ergebnisse
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hervorbringt. Die Entwicklung fiihrte iiber ein Hybrid mit gleichen Anteilen GGA
und HF im Funktional ,Becke (half & half)“ zu einem Funktional mit empirisch
ermitteltem Mischungsverhéltnis namens ,B3“ (Becke [1993b]):

Ex = B +(1—Q)EGA (2.82)

Der Mischungs-Parameter ¢y hat einen Wert von ca. 0.2.

Korrelations-Funktionale. Die Form der Korrelations-Funktionale ist sehr kom-
plex und soll hier nicht im Einzelnen aufgefiihrt werden. Nichtsdestotrotz sind sie
physikalisch fundiert und wurden an Modellsystemen parameterisiert. Besonders zu
nennen sind das im Zusammenhang mit der LSDA-Nédherung entstandene VWN-
Funktional (Vosko u. a. [1980]), die Funktionale von Perdew und Wang [1992] sowie
das heute meist verwendete LYP-Funktional (benannt nach Lee u.a. [1988]).
Austausch- und Korrelations-Funktionale lassen sich im Prinzip rekombinieren
— beispielsweise zu S-VWN oder B3-LYP. Da ein exakter Ausdruck fiir vxc bis-
her unbekannt ist, sucht man auch weiterhin nach ab initio Funktionalen, die der
Dichtefunktionaltheorie zu weiterem Erfolg verhelfen kénnten.

2.3.9 Vergleich zwischen Hartree-Fock und Kohn-Sham

Bei einer Entwicklung der Orbitale ¢; in eine Basis von Spinorbitalen {x,} geméf
Z CaiXa (283)

erhdlt man die Hartree-Fock-Gleichungen in der Form

1 r’
Z <Xa - §V2 +o(r) + /|f(_ 2,,(17"’ - /Z ¢j|r — r’| dr' ! — € X,6>Cﬁi = 0
B
(2.84)
Eine analoge Formulierung der Kohn-Sham-Gleichungen lautet:
1 T
Z <Xa — §V2 + |,rp_ r/‘d’l‘/ + ch(’l‘) — € X,8>Cﬁi = 0
B
(2.85)

Darin ist P, die sog. Dichte-Matrix. Man erkennt, dass der entscheidende Un-
terschied beider Ndherungen in der Behandlung der Austausch- bzw. Korrelations-
Beitrége liegt:

HF DFT
/Z ol |r — r’| e Uxc(T) (2.86)

Drei Dinge fallen auf:
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1. Die Implementierung der Dichtefunktional-Ndherung in bestehende Hartree-
Fock-Algorithmen ist durch Austausch der Ausdriicke in Gleichung 2.86 prin-
zipiell immer moglich.

2. Je nachdem, welches Austausch-Korrelations-Funktional verwendet wird, kann
man mit einem erheblichen Geschwindigkeitsgewinn rechnen, weil aufwindige
Matrixoperationen entfallen.

3. Uber das Austausch-Korrelations-Funktional kann auch die im Umfeld der
Hartree-Fock-Naherung vernachlissigte dynamische Korrelations-Energie né-
herungsweise in ein Eindeterminanten-Verfahren einbezogen werden.

2.3.10 Resolution of the Identity

Ein eher heuristisches Anliegen der Theoretischen Chemie ist die Entwicklung geeig-
neter Methoden zur Einsparung rechentechnischer Ressourcen. Im Umfeld elektro-
nischer ab initio Kalkulationen erzeugen insbesondere die speicherintensiven Vier-
Index—Zwei—Elektronen—Integrale Probleme; allgemein in Mulliken-Notation:

(ij[kD) / 61 (1)6;(1)— 1. (2)4u(2)dr (2.87)

Folglich macht es durchaus Slnn, nach alternativen Darstellungen dieser Integrale
zu suchen, die den Speicherbedart verringern, ohne die Prézision der Ergebnisse we-
sentlich zu beeintréichtigen.

Gesucht ist eine Methode, die den formalistischen Aufwand auf die Komplexitét
von hochstens Drei-Index-Integralen reduziert. Mathematisch gelingt diese Reduk-
tion durch Einschub eines Einheitsoperators I, gegeben als

> lm)(ml (2.88)

mit der Hilfsbasis |m). Dieses Vorgehen nennt man resolution of the identity. In
Abhéngigkeit davon, ob die verwendete Hilfsbasis orthonormal ist oder nicht, unter-
scheidet man zwei Félle:

1. |m) ist orthonormal
Durch Einfiigen der Hilfsbasis erreicht man die gewiinschte Reduktion auf
Drei-Index-Integrale:

(ijlkt) = (ijm)(mlkD) (2.89)

m

Darin steht (ijm) fiir ein Drei-Index-Ein-Elektron-Integral der Form

(ihm) = [ 6(00(V0m(1)dr (2.90)
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und (m|kl) reprisentiert ein Drei-Index-Zwei-Elektronen-Repulsions-Integral

(i) = [6,(0)-—di@andr .01)

Der Einschub fiihrt nur dann wirklich zur Identitét, wenn die Basis |m) voll-
standig ist.

2. |m) ist nicht orthonormal
In diesem Fall lautet der korrekte Identitdtsoperator

- [m)(n
I = E E — 2.92
m n Smn ’ ( )
und der Einschub fiihrt zu

(ij|kl) = ZW (2.93)

mn

Da reale Hilfsbasen im Allgemeinen weder orthonormal noch vollstindig sind, ist die
resolution of the identity immer eine Niherung und als solche mit einem gewissen
Fehler behaftet.

Dieser Fehler lasst sich allerdings deutlich minimieren, indem man eine zweite
Hilfsbasis einfiigt und das entstandene Produkt variationell optimiert:

¢i(r)gi(r) = lij) = 3, Cllm) = 10y) (2.94)

Darin ist C¥ eine Koeffizienten-Matrix. Der dabei gemachte Fehler lisst sich formu-
lieren als eine Restfunktion R;; mit

Rij(r) = ¢i(r)o;(r) — Oy . (2.95)

Die Giite der RI-Ndherung héngt also nur noch davon ab, ob es gelingt, den Fehler
R;;(r) zu minimieren. Dazu gibt es verschiedene Moglichkeiten. Die néichstliegende
ist die der Minimierung der Funktionsnorm ||(R;;R;;)||. Sie fithrt zu der Substitution

(ijlkl) = Y (ijt)Sp VauSpu (wkl) mit Vi, = (ulv) = (ulr)'[v)  (2.96)

tuvw
Vi sind Zwei-Index-Zwei-Elektronen-Repulsionsintegrale. Vahtras u. a. [1993] konn-
ten zeigen, dass weder die ,,S“-Néherung aus Gleichung 2.93, noch die in Gleichung

2.96 formulierte ,SVS“-Naherung realistische Geometrieparameter liefern. Alterna-
tiv schlagen sie das formalistische Konstrukt einer Restfunktions-Selbstrepulsion
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(Ri;|Rij) als Objekt der Minimierung vor. Man erhélt z.B. fiir ein Vier-Index-Zwei-
Elektronen-Integral

(k) = > (i[t)Vi (Klu) . (2.97)
tu

Die Verwendung der RI-Ndherung in seiner ,V“-Variante fiihrt zu guten Ergebnissen
und wurde daher in der TURBOMOLE-Suite implementiert. Sinn macht sie immer
dann, wenn ihr Speicherbedarf, der mit n? x m skaliert, kleiner ist als der Speicher-
bedarf ohne RI-Niherung, der bei n* liegt®. Auch die Wahl des Hilfsbasissatzes ist
daher eine Gratwanderung zwischen Prézision bei grofen und Geschwindigkeit bei
kleinen Sétzen {|m)}.

2.3.11 Elektronenkorrelation

Fiir eine prézisere Erfassung der Elektron-Elektron-Wechselwirkungen ist die Vor-
stellung eines Elektrons im effektiven statischen Feld der anderen Elektronen nicht
ausreichend. Die Hartree-Fock-Ndherung ist daher mit einem systematischen Fehler
behaftet, der so genannten Korrelationsenergie (Wigner [1934]). Diese ist definiert
als die Differenz zwischen der im Rahmen nicht relativistischer Berechnungen exak-
ten Energie und dem Hartree-Fock-Limit:

Eeorr = Epoue — EI* (2.98)

€

Da die Korrelationsenergie hdufig in der Grofenordnung chemischer Bindungen
liegt®, stellt sich die Frage nach einer geeigneten Methode, die F.., mit erfassen
kann.

Die Tatsache, dass der tatsichliche elektronische Zustand eines Systems selten
durch nur eine einzelne elektronische Besetzung vollstdndig beschrieben wird, fiihrt
zum Prinzip der Configuration Interaction. Im CI-Verfahren setzt man als Wellen-
funktion ® nicht mehr nur eine einzelne sondern vielmehr eine Linearkombination
mehrerer Slater-Determinanten an und bestimmt die Koeffizienten durch lineare Va-
riation (Ritzsches Variationsprinzip). In der Regel benutzt man hierfiir die Slater-
Determinanten angeregter Zustinde in der Spinorbital-Basis {x;}, die man mit einer
SCF-Kalkulation ermittelt hat (siehe hierzu Abschnitt 7, S. 22).

D) = co|To) + an (D) + Y et Wty ) et |wike) + L (2.99)
a<b a<b<c
r<s r<s<t

Die Wellenfunktionen |¥!) und |\I/ﬁi’> nennt man Configuration State Function, oder
kurz CSFs.'® (Mit @ > b ist Summation iiber alle a und alle b > a gemeint. Andere

8 mit n = Anzahl der Elektronen, und m = Gréfie der Hilfsbasis

9 Sie liegt oft bei ca. 1% der Gesamtenergie.

0Kine CSF ist etwas detaillierter gesagt eine Linearkombination von Determinanten mit gleicher
Besetzung von raumlichen Orbitalen, aber unterschiedlicher Spin-Einstellung. Die Linearkombina-
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Summationen folgen analog.)

An dieser Stelle bietet sich an, den Begriff der ,statischen Korrelation* zu erldu-
tern, der im Zusammenhang mit CI-Verfahren héufig bemiiht wird: In (unscharfer)
Abgrenzung von der dynamischen Korrelationsenergie (S. 26) bezieht man sich hier
auf Effekte, die vor allem durch die Existenz energetisch nahe benachbarter Zu-
stdnde herriithrt. Demgeméfs hat man es z.B. bei Dissoziationen von kovalenten Bin-
dungen mit statischen Korrelationseffekten zu tun, die mit der Linearkombination
der entsprechenden Wellenfunktionen der beteiligten Zustinde in der Gesamtwel-
lenfunktion oft gut erfasst werden kann. Geeignete Verfahren zur Behandlung von
solchen Problemen sind daher gerade die CI-Verfahren, CAS-Modelle etc. Statische
und dynamische Korrelationsenergie-Beitréige sind stabilisierend.

Die im Falle der (DFT)-MRCI zu 16sende Eigenwertgleichung hat die folgende
Form:

(H-—EIC = 0 (2.100)

Darin entspricht H der Hamilton-Matrix mit den Elementen (CSF;|H|CSF;), E
dem Vektor der Eigenwerte, I der Einheitsmatrix und C der Koeffizienten-Matrix.
Die Losung erhélt man, indem man durch Variation der Koeffizienten die Energie
minimiert. Der niedrigste Eigenwert reprasentiert den Grundzustand inklusive der
Korrelationsenergie, die sich nun explizit angeben ldsst (S. 237 im Buch von Szabo
und Ostlund [1996]):

Eeor = Z CZZ <\IJO’F[|\IJZ‘Z> (2101)

a<b
r<s

Die hoheren Energie-Eigenwerte sind den angeregten Zustanden zuzuordnen. Man
findet, dass insbesondere angeregte Zustinde nicht mehr dominant nur durch eine
einzelne, formal ,angeregte* SCF-Slater-Determinante, sondern vielmehr als ,Hy-
brid“ mehrerer angeregter Slater-Determinanten beschrieben werden.

Wihlt man fiir die Berechnung sidmtliche (ﬁ) moglichen Slaterdeterminanten
aus, so ist die Qualitidt der Ergebnisse besonders hoch; der tiefste Energiewert gilt
(bei unendlicher Basis) als die exakte nicht relativistische Systemenergie. Ungliick-
licherweise liegen die rechentechnischen Anforderungen dieses Vorgehens, das Full
CI genannt wird, auch bei Verwendung endlicher Basisséitze fast immer jenseits ver-
fiigharer Ressourcen, und es erscheint notwendig, die Anzahl der in die Rechnung
einbezogenen Determinanten zu reduzieren. Das gelingt mit einer Reihe von ,Aus-
wahlregeln‘:

1. Nur Determinanten gleichen Gesamt-Spins konnen miteinander wechselwirken
(sieche Fuftnote oben, liegt im Verwenden von CSFs begriindet)

tion ist dabei so gewahlt, dass eine CSF eine Eigenfunktion zum Spinoperator 52 ist, demnach also
eine definierte Multiplizitidt hat. Dies trifft fiir offenschalige Determinanten i.A. nicht zu.
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2. Nach Brillouins Theorem (Szabo und Ostlund [1996]) gibt es keinerlei Kopp-
lungen zwischen dem Grundzustand und einfach angeregten Determinanten.

3. Hamilton-Matrix-Elemente von Determinanten-Paaren, die sich um mehr als
zwei Anregungsgrade unterscheiden, sind Null. Dies ist eine Konsequenz der
Orthogonalitdt ihrer Orbitale.

Auch nach der Eliminierung irrelevanter Determinanten bzw. Matrixelemente bleibt
der Rechenaufwand fiir ein CI-Verfahren ohne weitere Mafnahmen sehr grofs. Es
treten hier zwei wesentliche Probleme auf: Zum Einen ist ein SDCI nicht gréfen-
konsistent (size consistent), was zu Problemen fithrt, wenn man Systeme mit relativ
vielen Elektronen behandelt (und was im Ubrigen auch der Grund dafiir ist, dass
kein Programm existiert, dass periodische Systeme mit CI-Verfahren berechnet).
Zum Anderen ist eine CI-Entwicklung zur Beschreibung von dynamischer Korre-
lation nur sehr langsam konvergent, d.h. man benétigt Millionen von CSFs, was
rechnerisch Schwierigkeiten bereitet. Wesentliche Stédrken von CI-Methoden liegen
in ihrem variationellen Charakter (vgl. S. 10), und darin, dass man einen Zugang zu
einem Grofteil statischer Korrelationsenergie erhilt. Eine Kombination aus CI und
DFT-Verfahren sollte sowohl dynamische als auch statische Korrelationsbeitréige er-
fassen, was uns zum nichsten Kapitel fiihrt.

2.3.12 Dichtefunktionale in CI-Methoden

Die Implementierung der Dichtefunktionaltheorie in Mehrdeterminanten-Verfahren
verspricht die Beriicksichtigung statischer (CI) und dynamischer (DFT) Elektronen-
Korrelation zugleich: Man kombiniert in einem Variationsverfahren die effiziente
Auswertung der dynamischen Korrelation iiber Dichtefunktionale mit dem Einbe-
ziehen hoherer Anregungen in einer (MR-)CI-Entwicklung — Letztere erfasst die
wesentlichen Anteile statischer Korrelationsenergie (Grimme [1996]; Grimme und
Waletzke [1999b]). Die CI-Entwicklung kann so wesentlich kiirzer gehalten werden,
was massive Zeitersparnis nach sich zieht (Waletzke [2001]).

DFT/SCI

Beschrinken wir uns zunéchst auf ein Hartree-Fock-basiertes ,Singles CI”, also ei-
ne CI-Variante, die simtliche Einfach-Anregungs-Determinanten |[U7) aus einem
Hartree-Fock-SCF-Verfahren in die Berechnungen mit einbezieht, gemaf

Pscr) = co|Wo) + Y |V5) (2.102)

ar

Die resultierende SCI-Hamilton-Matrix enthélt fiir Singulett- und Triplett-Zusténde
jeweils drei Klassen unterschiedlicher Matrix-Elemente. Diese sind in Mulliken-No-
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tation:
Singulett (Hartree-Fock):

(Vo1 H — Eo|U%) = (o] fler) = (¢al fleva) = (Catalrer) + 2(0ar|patr)
= € — €4 — Jor +2K,, (2.103

<\IJO|H|‘IJZ> = \/§(Qpa|f|@r) (2.104

(W H|TSY = (0 F195)0ab = (Pal F195)0rs — (Pappliorps) + 2(0airlnps

)
)
)
(2.105)

Triplett (Hartree-Fock):

<\I/:L|]:] - E0|\IIZ> = <§0r|f|90r) - (Qoa|f|§0a) - (90a90a|§0r§0r)

= € — €4 — Jar (2.106)
(Wol HV) = V2(palfler) (2.107)
<\IJZ|[:I|\P2> = (¢T|f|¢s)5ab - (@a'fhpb)érs - (@a‘ﬂbhﬁr‘ﬁs) (2108)

mit

Ein- und Zwei-Elektronen-Hamilton-Operator
Fock-Operator

Hartree-Fock Grundzustandsenergie-Erwartungswert
Coulomb-Integral

Austausch-Integral

Hartree-Fock-Orbitalenergie
Kronecker-Delta

RSN EN Rt o8

In den Matrix-Elementen fiir Triplett-Zusténde verschwinden erwartungsgeméf (d.h.
wegen der Spin-Integration) die Austausch-Integrale K.

Verwendet man nun Kohn-Sham-Orbitale anstatt der Hartree-Fock-Determinan-
ten, so sind einige Modifikationen notwendig; (man bleibt allerdings bei den HF-
basierten Energieausdriicken): Wihrend besetzte HE- und KS-Orbitale einander &h-
neln, sind virtuelle KS-Orbitale im Allgemeinen kompakter als die korrespondierende
Hartree-Fock-Funktion. Dies hat zwei formalistische Konsequenzen:

1. Virtuelle Kohn-Sham-Orbitale sind in der Regel bereits recht gute Beschrei-
bungen angeregter Zustinde, so dass deren Energiedifferenzen Ae,,. =€, — ¢,
zweier Orbitale W, und ¥, eher die tatsidchliche Anregungsenergie wiederge-
ben als ihre Hartree-Fock-Pendants. (Als Faustregel liasst sich sagen, dass HF-
Differenzen eher zu grof und KS-Differenzen eher zu klein resultieren.) Das
hat zur Folge, dass die Coulomb- Korrektur (—.J,,), die fiir die wesentlich
groferen HF-Orbital-Differenzen noch angemessen ist, KS-Orbitaldifferenzen
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deutlich zu stark reduziert. Daher wird die Subtraktion des Coulomb-Integrals
durch einen empirischen Faktor ¢; ,abgepuffert®:

Jor — adu (2.109)

c; wurde anhand einer Reihe repriasentativer Molekiile angepasst und variiert
je nach verwendetem Funktional zwischen 0.2 und 0.4. Er beeinflusst in gleicher
Weise jedes Matrix-Element mit Coulomb-Termen. Das "Becke Half & Half-
Funktional (Becke [1993a]) erwies sich hier als giinstigste Wahl.

2. Matrix-Elemente der Form (¥o|H|¥") liefern einen Energiebeitrag durch de-
facto-Relaxation des angeregten Molekiilorbitals W/ beziiglich des Grundzu-
standes W,. Diese Relaxation ist bei Kohn-Sham-Orbitalen nicht mehr not-
wendig, so dass man diese Beitrige vernachlissigt. (Im HF-Fall sind solche
Matrix-Elemente ohnehin Null wegen des Brillouin-Theorems.) Gleiches gilt
fiir Kopplungen von einfach angeregten Konfigurationen W/ untereinander:

(To|H|TT) = 0 (2.110)
(orl Flos) (2.111)

I
o

Unzureichende Ergebnisse bei Innerschalen-angeregten Zustdnde und solchen Zu-
stdnden, fiir die Anregungen aus lone-pair- oder o-Orbitalen in MOs mit kleinem
raumlichen Uberlapp eine Rolle spielen, veranlassten Grimme zu einer Verfeinerung
des Verfahrens durch die Einfiihrung eines weiteren Korrekturterms A als Funktion
der Orbital-Energie € und des Austausch-Integrals K:

A — Ale, K) = —0,025¢ + cpe K" (2.112)

Zusammenfassend erhélt man folgende, DFT-adaptierte Matrix-Elemente fiir SCI-
Berechnungen:

(UIH — Eo|UT) = 5 — K _ ¢ T, + 2K, + Alear, Kar) (2.113)
(WolH|W;) = 0 (2.114)
<\IJZ|]:I|\P2> = —Cl(%DaSOkarSOs) + 2(90a¢r|§0b§05) (2115)

Das beschriebene Verfahren liefert gute Ergebnisse, aber es stofst an seine Gren-
zen, wenn es um akkurate Berechnungen angeregter Zustinde groferer Systeme
geht. Es gab des Weiteren Probleme mit Zustdnden, die biradikalischen Charakter
bzw. solchen, die Doppelanregungscharakter aufweisen. Das fiihrte 1999 zu der im
folgenden Abschnitt erlauterten, methodischen Weiterentwicklung.
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DFT/MRCI

Drei wesentliche Verdnderungen konnten Prazision, Effizienz und den Anwendungs-
spielraum des DFT /SCI-Verfahrens noch deutlich steigern:

e Durch die Vernachlissigung hoherer als Einfach-Anregungs-Determinanten im
SCI-Verfahren nimmt man einen systematischen Fehler in Kauf. Da dies er-
fahrungsgeméf die Genauigkeit der Berechnungen von angeregten Zusténden
stark beeintréchtigt, werden prinzipiell auch Doppelt-Anregungs-Determinan-
ten einbezogen:

@) = colWo) + D W) + Yt v (2.116)

a<b
r<s

Der zugrunde liegende Algorithmus ist also nunmehr ein SDCI.

e Zur genauen Beschreibung elektronisch angeregter Zustinde erscheint es sinn-
voll, die wichtigsten Konfigurationen als Grundlage fiir weitere Anregungen
zuzulassen, so dass nicht mehr nur die Determinante des Grundzustandes als
Referenz dient, sondern vor der Rechnung eine bestimmte Auswahl getroffen
werden kann. Ein solcher Ansatz erhilt das Prifix ,Multireferenz* MR.

e Damit auch grofe System mit vertretbarem rechnerischen Aufwand kalku-
lierbar bleiben, reduziert man den stark expandierten Multireferenz-Singles-
Doubles-Wechselwirkungsraum auf eine Reihe automatisch anhand ihres zu
erwartenden Beitrages ausgewéhlter Konfigurationen.

Das beschriebene DFT/MRCI-Verfahren empfiehlt sich durch ausgezeichnete Ergeb-
nisse bei vergleichsweise geringem Rechenaufwand auch und gerade fiir angeregte
Zustinde. Die Tatsache, dass die Methode ihre Qualitdt auch bei Berechnungen an
Molekiilen aufterhalb des Testsets unter Beweis stellt, unterstiitzt die These, dass
die Konstanten c¢; — ¢5 physikalisch fundiert sind, auch wenn sie empirisch ermittelt
wurden. Auch ein ,,Doppelt-Ziahlen” dynamischer Korrelationsbeitrége durch Kohn-
Sham-Orbitale einerseits und hohere Anregungen andererseits entfillt so.
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Kapitel 3

Das Konzept der Potenzialflachen

Auf der Grundlage der Born-Oppenheimer Néherung (Abschnitt 2.2, S. 7) separiert
man Kern- und Elektronen-Koordinaten und formuliert die elektronische Schrodin-
ger-Gleichung. Die im voran Gegangenen vorgestellten Néherungen und Berech-
nungsmethoden widmen sich ausschlieflich der Ermittlung elektronischer Energi-
en durch Losung der elektronischen Schrodinger-Gleichung bei fixierter Kern-Geo-
metrie; man nennt sie daher Einzelpunktberechnungen. Bei Anderung der Kern-
Geometrie dndert sich in der Regel auch der berechnete Energie-Eigenwert des Sy-
stems, so dass man einen funktionalen Zusammenhang herstellen kann zwischen
der System-Metrik, gegeben durch einen Satz Kern-Koordinaten {R,}, und der ihr
zugeordneten elektronischen Energie Fije:

Eaa = Faa({Ra}) (3.1)

Der ,Graf* der mehrdimensionalen Funktion Eex({R,}) wird Potenzialfliiche' ge-
nannt. Jeder Punkt auf einer Potenzialfliche reprisentiert die vollstdndige Molekiil-
geometrie und dessen elektronische Energie.

Die Moglichkeiten zur Definition der Kern-Koordination als Abszisse der Potenzi-

alfliche und charakteristische Eigenschaften der Hyperflache selbst sind Gegenstand
dieses Kapitels.

3.1 Kern-Koordinaten

Die formalistische Beschreibung einer chemischen Struktur erfolgt gewéhnlich durch
Kern-Koordinaten. Man unterscheidet globale und lokale Koordinaten:

!Genau genommen handelt es sich bei drei und mehr Koordinaten um eine Potenzial-
Hyperflache.
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Globale Koordinaten beschreiben die Lage von N Teilchen im Weltall. Als Be-
zugssystem wahlt man je nach Problemstellung das orthonormale kartesische Koor-
dinatensystem oder auch — z.B. im Falle translationssymmetrischer Verbindungen
— so genannte Kristallkoordinaten, deren Bezugssystem durch die Einheitszelle de-
finiert wird. Da die Lage eines Teilchens im Raum in beiden Bezugssystemen jeweils
durch drei Raumkoordinaten eindeutig definiert ist, ergibt sich als Anzahl der Frei-
heitsgrade die dreifache Anzahl der Teilchen im System: 3/N. Dabei ist zu beachten,
dass eine Anderung der Lage im Raum sowohl Translationen als auch Rotationen
mit einbezieht, die die Innere Energie eines chemisch interessanten Systems nicht
beeinflussen. Die Eliminierung von translatorischen und rotatorischen Freiheitsgra-
den fiihrt zu einer Reduktion der relevanten Freiheitsgrade auf (3N — 5) im Falle
linearer und auf (3N — 6) im Falle nicht-linearer Molekiile.

Interne (Lokale) Koordinaten sind eine Alternative, die auf die Wahl eines
Bezugssystems verzichten kann, da nicht ihre absolute, sondern ihre Lage relativ
zueinander definiert wird. Die Vorgehensweise der Ermittlung interner Koordinaten
dhnelt einem Pfad durch das Molekiil, beginnend mit Kern 1 (,Aufpunkt®, kartesische
Koordinaten R;), dessen Distanzen und Winkel relativ zu bereits definierten Kernen
in einer Z-Matrix festgehalten werden:

Kernabstand Dreieckswinkel Diederwinkel

Kern 1: (Ry)
Kern 2: |Ry; — R, |
Kern 3:  |R3 — R,| £3(1,2,3)

Kern 4:  |Ry— R, Ly(a, B, 4) £4(1,2,3,4)

Kern x: |R, — R,| Lo(a, B, x) Lo(a, 8,7, )

Tabelle 3.1: Aufbau einer Z-Matrix

Auf Grund dieses rekursiven Algorithmus ergibt sich eine Eliminierung translato-
rischer und rotatorischer Redundanzen, so dass sich die Anzahl der Freiheitsgrade
auf (3N — 6) fiir nichtlineare Systeme bzw. (3N — 5) fiir lineare Systeme reduziert.
Der Verzicht auf ein kartesisches Bezugssystem ist Vor- und Nachteil zugleich: Zwar
kann man sich auf beliebige vorher definierte Kerne beziehen, allerdings sind interne
Koordinaten nicht eindeutig. Dariiber hinaus existieren bei Molekiilen mit mehr als
drei Atomen mehr Moglichkeiten, interne Koordinaten zu definieren als wirkliche
Freiheitsgrade.

38



KAPITEL 3. POTENZIALFLACHEN 3.2. EIGENSCHAFTEN

Eine weitere Verringerung der Freiheitsgrade erreicht man durch die Verwen-
dung Symmetrie adaptierter Koordinaten: irreduzible Strukturfragmente wer-
den kartesisch durch eine Z-Matrix dargestellt und die komplette Struktur daraus
mit Hilfe der entsprechenden Symmetrieoperationen definiert.

3.2 Eigenschaften von Potenzialflachen

3.2.1 Der eindimensionale Fall

Betrachten wir als einfachsten Fall eines zusammengesetzten chemischen Systems ein
zweiatomiges Molekiil. Da es sich dabei um eine lineare Anordnung handeln muss,
hat dieses System genau einen Freiheitsgrad (3-2—5 = 1). Seine potenzielle Energie
ist also eine Funktion einer einzigen Variablen, des Abstandes x der beteiligten
Atome. Da dieses System schwingungstheoretisch von Bedeutung ist, wurde es schon
sehr friih stark vereinfacht als harmonischer Oszillator beschrieben:

1

V(z) = §Dx2 32)
F(z) = —% = —Dx

Charakteristische Grofen sind die Kraftkonstante D und die Kraft F', mit der ein
Kern in das Minimum des Potenzialtopfes, seinen Gleichgewichtsabstand, gezogen
wird. Wir werden spéter noch auf diese anschauliche Quantifizierung eines Potenzi-
als zuriickkommen.

Der anharmonische Oszillator ist eine wesentlich prizisere Beschreibung des zwei-
atomigen Molekiils. Der Vergleich von harmonischem und anharmonischem Oszilla-
tor in Abbildung 3.1 zeigt einerseits, dass sich die potenzielle Energie des Systems
in einem Zustand nahe des Minimums sehr gut harmonisch anndhern lasst, ande-
rerseits aber, dass die energetischen Verhiltnisse in Molekiilen beliebig kompliziert
werden konnen.

Da das Potenzial des zweiatomigen Molekiils also mehr oder weniger genau be-
kannt ist, lassen sich damit einige wichtige Daten, wie z.B. Gleichgewichtsgeometrie
und Schwingungsniveaus, berechnen.

3.2.2 Der zweidimensionale Fall

Abhéangigkeiten der elektronischen Energie von genau zwei Variablen ohne dufiere
Randbedingungen findet man im Umfeld molekularer Systeme nicht, da die Anzahl
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harmonischer

|
|
| Oszillator

(0]
2 .
§ anharmonischer
o Oszillator
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N
[
ko)
o
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Kernabstand R

Abbildung 3.1: Schematischer Vergleich zwischen harmonischem und anharmonischem
Ostzillator

der Freiheitsgrade fiir keine Kernanzahl N den Wert Zwei annehmen kann?. Da aber
der zweidimensionale Fall exemplarischen Charakter hat, zumal die hier gewonnenen
Erkenntnisse sich unmittelbar auf hohere Dimensionen iibertragen lassen, sei er hier
kurz behandelt.

Gehen wir vereinfachend von einer analytischen Funktion mit quadratischem
Verhalten in Richtung beider Dimensionen aus. Die allgemeine Formulierung einer
solchen Funktion ist:

f(z1,5) = az?+brixy+crs+dr +ery+g (3.3)

In der Schreibweise der Linearen Algebra lautet dieselbe Vorschrift nach Einfiihrung
des Variablen-Vektors  und seiner Transposition z*

flz) = 2" ( Z ’; ) T+ <Z>T:z: +g mit = (2) (3.4)

2 Als Beispiel eines molekulares Systems mit einer Abhéingigkeit der elektronischen Energie von
zwei Variablen sei hier ein drei-atomiges Molekiil genannt, in dem man den Abstand zweier Kerne
R, und R, fixiert: |Ry — R1| = R12 = const. In einem solchen System ist der Betrag der Energie
eindeutig definiert durch die Absténde des dritten Kernes von den fixierten Kernen, so dass gilt:
E = E(Ri3, Ra3).
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Die Matrix der Koeffizienten a, b und ¢ ist bis auf den Faktor 1/2 identisch mit einer
Matrix der zweiten Ableitungen:

*f(z) *f(=)
0x10x; Ox10x
H - 1071 1072 (3.5)
0’f(z) 0*f(x)
(9x28x1 81'281'2
Eine so konstruierte Matrix heifst Hesse-Matrix. Da zweite Ableitungen unabhéngig

von der Reihenfolge der Ableitungen sind, ist eine Hesse-Matrix symmetrisch, und
es gilt allgemein

_Pf=)  Pf(=)

YO0, Oxi0x 7
J J

(3.6)

Die grafische Darstellung der Beispielfunktion in Gleichung 3.4 ist eine Oberfla-
che, die im Prinzip eine der folgenden drei Formen annehmen kann:

i
A‘ R /}illl"
) ”v"' : %) 1‘»4"\\\- gy '
it N 7
¥ z@“@@#ﬁ?g§g&&&§§& \ '\\\\\\‘ss:::.:::‘:"" "
AR e
RS
\"" “‘}“‘k
' ::/,'.:_; —

Minimum Maximum Sattelpunkt

Abbildung 3.2: Stationdre Punkte bei zweidimensional quadratischen Funktionen

Diese Formen entsprechen, vereinfacht dargestellt, zwei Parabeln positiver Kriim-
mung (Typ A — Minimum), zwei Parabeln negativer Kriimmung (Typ B — Maxi-
mum) sowie der Kombination aus einer Parabel positiver und einer Parabel negativer
Kriimmung (Typ C — Sattelpunkt). Das Kriimmungsverhalten einer zweidimensio-
nal quadratischen Funktion wird in Vorzeichen und Betrag durch ihre Hesse-Matrix
vollstdndig beschrieben. Die Kontur-Diagramme in Abbildung 3.3 illustrieren diese
Zusammenhénge.

Aus der Perspektive der negativen z-Achse erkennt man deutlich die charakteri-
stischen elliptischen Konturlinien. Dabei entsprechen die Ellipsenachsen h; und h,
den Eigenvektoren der Hesse-Matrix, die jeweilige Ausdehnung in Achsenrichtung
— eine Projektion der parabolischen Kriimmung — ist anti-proportional ihren Ei-
genwerten: Je kiirzer die Achse, desto hoher sind Kriimmung und Eigenwert. Wie
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Minimum Maximum Sattelpunkt

Abbildung 3.3: Kontur-Diagramme stationdrer Punkte

im eindimensionalen Fall ist die Kriimmung der Kurve verkniipft mit der Kraftkon-
stante D einer harmonischen Schwingung.

3.2.3 Der n-dimensionale Fall

Der zweidimensionale Fall ist der letzte, den man sich als eine Relief-artige Ober-
fliche im dreidimensionalen Raum vorstellen kann. Dennoch lassen sich alle dort
gemachten Aussagen auf mehrdimensionale Félle iibertragen. Die allgemeine For-
mulierung einer n-dimensional quadratischen Funktion ist:

1
flx) = §wTHar: +blz +c (3.7)
Darin ist  der n-dimensionale Abszissen-Vektor, b ein n-dimensionaler Koeffizien-
ten-Vektor, ¢ ein Skalar und H die n x n-dimensionale Hesse-Matrix.

Wie der Vergleich von harmonischem und anharmonischem Oszillator (Abbil-
dung 3.1, S. 40) vermuten lésst, sind die Verhéltnisse auf realen Potenzialflichen
ungleich komplizierter. Quantenchemische Verfahren liefern keinerlei ,,Funktionsvor-
schrift in Form von Gleichung 3.7, die eine Potenzialfliche iiber den gesamten Raum
analytisch definieren wiirde. Um die charakteristischen Punkte auf einer Hyperfliche
dennoch ermitteln zu konnen, benutzt man erste und zweite Ableitungen der Form

0f () i) Pl
Oz, 0x101 010w,

g(z) = : =V/f(z), H(z) = : : (3.8)
of () i) Pfla)
0x,, 0x, 011 0x,01,

Der Vektor der ersten Ableitungen g(x) heift Gradient. Er ist identisch mit einer
Anwendung des Nabla-Operators V auf die Funktion f(z). Wie eine Steigung im
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eindimensionalen Fall weist er in jedem Punkt  in Richtung des steilsten Anstiegs
auf der Hyperfliiche?. Die Hesse-Matrix ist im allgemeinen Fall nicht-quadratischer
Funktionen abhingig von der Stelle . Auch hier quantifiziert sie die Kriitmmungen
der Potenzialfliche im Punkt z. Man klassifiziert sie nach den Vorzeichen ihrer
Eigenwerte \;:

Ai > 0 firalleie{l,...,n} < H ist positiv definit

Ai < 0 firalleie{l,...,n} <« H ist negativ definit

Ai = 0 firalleie{l,..,n} < H ist positiv semidefinit
Ai < 0 firalleie{l,..,n} <« H ist negativ semidefinit
i ; 0 fiiralleie {l,..,n} < H ist indefinit

Maxima, Minima und Sattelpunkte sind die markanten Punkte auf einer Poten-
zialfliche. Man nennt sie stationére Punkte, weil in ihnen der Gradient verschwin-
det:

g(wmm) = g(mmax) - g($sattel) =0 (39)

Chemisch interessant sind zum einen Minima, weil sie die Gleichgewichtsgeome-
trie eines Molekiils definieren, und zum anderen Sattelpunkte erster Ordnung, weil
man sie mit aktivierten Komplexen im Sinne der Eyring-Theorie identifizert (Eyring
[1935]). Hinreichende Bedingung fiir ein Minimum ist eine positiv definite Hesse-
Matrix (— die Potenzialfliche ist in alle Richtungen positiv gekriimmt); ein Sattel-
punkt erster Ordnung liegt vor, wenn die Hesse-Matrix einen negativen und anson-
sten ausschlieflich positive Eigenwerte hat.

3 Man findet auch Definitionen gemif g(x) = —V f(z), wonach der Gradient an jeder Stelle
x die Richtung des steilsten Abstiegs definiert. Wir verwenden im Folgenden die Definition aus
Gleichung 3.8: g(z) = +V f(x)
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Kapitel 4

Geometrie-Optimierung

Geometrie-Optimierungen (Press u.a. [1992]) dienen in erster Linie der Ermittlung
von Gleichgewichtsgeometrien in Molekiilen, indem sie den so genannten Schritt-
vektor z berechnen, der eine beliebige Start-Geometrie R in die Gleichgewichts-
geometrie R.q liberfiihrt:

R+xz = R (4.1)

Gleichgewichtsgeometrien identifizert man anhand ihrer minimalen (potenziellen)
Energie. Sei € ein N-dimensionaler Vektor beliebig kleiner Komponenten endlicher
Grofse e; > 0, dann gilt fiir ein lokales Minimum Fe,:

Fe = E(Ro) < E(R+e) (4.2)

Das globale Minimum Egjopa wird mit dem Grundzustand des Systems identifiziert:
Eglobal = E(RglobaJ) < E(R 7& Rglobal) (43)

Daher sei im Folgenden die Gleichgewichtsgeometrie R, als R, notiert. Notwen-
dige Bedingung fiir ein Minimum ist der in R,,;, verschwindende Gradient:

g(Rmin) = 0 (4.4)

Hinreichende Bedingung ist eine positiv-definite Hesse-Matrix H(R iy ).

Da eine exakte analytische Potenzialvorschrift fiir den gesamten Raum nicht
zugénglich ist, kann der gesuchte Schrittvektor x nicht direkt bestimmt werden.
Statt dessen geht man iterativ vor:

1. Ermittlung lokaler Informationen am Startpunkt R,; durch Anndherung und
Analyse des lokalen Bereiches der Hyperfliche durch ein geeignetes Modell-
potenzial

2. Anderung der Geometrie zu R,,; unter Nutzung der gewonnenen lokalen In-
formationen
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Eine solche schrittweise rekursive Anndherung der Gleichgewichtsgeometrie wird
Fixpunktverfahren genannt:

Nach n Iterationen iiber (n + 1) Stiitzpunkte R, ist die Geometrie hinreichend
konvergiert, und es gilt:

R,~R,, = T~ Z T; (4.6)
i=1

Die gidngigsten Optimierungsverfahren unterscheiden sich primér in der Art des ver-
wendeten Modellpotenzials und der Nutzung der lokalen Informationen.

Als Modellpotenzial fiir eine lokale Approximation der Hyperfliche benutzt man
Taylor-Reihen oder rationale Funktionen. Bei einer Taylor-Reihen-Entwicklung
definiert man zur Ermittlung lokaler Informationen einen Storvektor p mit den
Komponenten (AR;, ARy, ...,AR,) und setzt an:

1
E(R;+p) = Ei+g/'p+ §pTHip + Terme hoherer Ordnung (4.7)

mit E; = F(R;), g,=g(R;) und H;=H(R),)

Diese Néherung ist um so priziser, je kleiner die Norm des Storvektors ||p|| ist.
Je nach rechnerischem Aufwand am Fixpunkt R; unterscheidet man drei Klassen
von Optimierungsverfahren:

1. ,Function-Only“~-Methoden untersuchen den lokalen Bereich des Fixpunktes R;
nicht. Sie optimieren lediglich auf der Grundlage von Einzelpunkt-Energien £;.

2. Gradienten-Verfahren ermitteln die erste Ableitung g, und nutzen sie auf der
Grundlage von Taylor-Reihen erster oder zweiter Ordnung.

3. Quadratische Methoden berechnen zusétzlich zum Gradienten auch die Hesse-
Matrix H;. Modellpotenzial ist entweder ebenfalls eine Taylor-Reihe zweiter
Ordnung oder eine rationale Funktion.

Diese drei Varianten werden in den kommenden Abschnitten erlautert.

4.1 Pfadfinder-Algorithmen

Nicht alle Optimierungs-Verfahren liefern die gesuchten iterativen Schrittvektoren
x; auf direktem Weg. Statt dessen bestimmen sie zundchst eine Suchrichtung d;,
den ,Pfad”, und ermitteln anschliefend die Schrittlinge s;, die in dieser Richtung zu
einem Minimum fiihrt. Diese Vorgehensweise nennt man Pfadfinder-Algorithmus:
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Wihrend die Bestimmung der Suchrichtung je nach Verfahren sehr unterschied-
lich sein kann, so folgt die Ermittlung der Schrittlinge s; im Allgemeinen einer
festgelegten Methode, die man Line Search nennt. Der Line Search ist somit die
,Elementarzelle“ von Pfadfinder-Algorithmen und soll hier genauer beleuchtet wer-
den.

Deformiert man ein Molekiil beginnend mit einer beliebigen Geometrie R, ent-
lang einer vorgegebenen Richtung d um die (skalare) Linge s geméf

Rd(s) = Ro + sd s (49)

so kommt das einem Schnitt durch eine Potenzial-Hyperfliche gleich. Auf jedem
Punkt R,(s) des Richtungs-Vektors d ,spiirt* das Molekiil ein bestimmtes Potenzial
E[R,(s)]. Infolgedessen kann man die Abszisse durch die lineare Beziehung (4.9)
substituieren und das Potenzial F[R4(s)] als eindimensionale (verkniipfte) Funktion
Eq4(s) einer Elongation s auf dem Richtungs-Vektor d darstellen:

E[R;(s)] = FEo Ry(s) = Ey(s) (4.10)

Abbildung 4.1 illustriert die iterativen Schritte eines Line Searches: Schwarz dar-

potenzielle Energie E,

— Hyperfliche
- Parabel 1
------- Parabel 2
T
Swn St Ss Elongation s

Abbildung 4.1: Projektion einer Potenzial-Hyperfliche und Ermittlung des Minimums
durch inverse parabolische Interpolation

gestellt ist die Projektion der Hyperfliche in der vorgegebenen Suchrichtung d. In
einem ersten Schritt (S. 73) berechnet man die Punkte P, @ und R auf der Hyper-
flache:
P: Geometrie Ry(sp) = Ro+ spd = projizierte Koordinaten: sp,Ey(sp)
Q: Geometrie R4(sq) = Ry + sqd = projizierte Koordinaten: sq,Fq(sq)
R: Geometrie Ry(sgr) = Ro+ sgd = projizierte Koordinaten: sg,Fy(sg)
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Im zweiten Schritt approximiert man den Potenzialflichen-Schnitt als quadratische
Funktion und berechnet das Minimum sg einer Parabel durch die drei Punkte P, Q)
und R mittels inverser parabolischer Interpolation:

o _ Lsq = sp)?[Ea(sq) = Ea(sr)] = (s@ = sr)*[Ea(sq) — Ea(se)]
© 2 (sq - sp)[Bal(sq) — Ea(sr)] — (sq — s8)[Ba(sq) — Ea(sp)
(

Sq ]
4.11)

Schritt drei ist die Berechnung der Energie bei der gerade ermittelten Geometrie des
Minimums R,(ss):

S: Geometrie Ry(ss) = Ro+ ssd = projizierte Koordinaten: sg,Fy(ss)

Nun wiederholt man die inverse parabolische Interpolation fiir das Punkte-Tripel
P, S und @, erhélt als neues Minimum Punkt 7', der wiederum als Grundlage fiir
weitere Iterationen dient, solange, bis nach n Schritten die Minimierung als konver-
giert angesehen wird:

S A Smin (4.12)

Das Produkt der so ermittelten Schrittlinge s; mit der Suchrichtung d; ist der
gesuchte Schrittvektor der i-ten Iteration der Optimierung:

Der (i 4 1)-te Stiitzpunkt ist folglich
Ri+1 = Rz + Sidi ; (414)

und die Rekursion ist vollstindig.

4.2 ,,Function-Only“-Verfahren

Das ,Function-Only“-Verfahren ist ein Pfadfinder-Algorithmus, der bei der Bestim-
mung der Suchrichtung d auf lokale Informationen wie Gradient oder Hesse-Matrix
verzichtet. Minimiert wird jeweils in Richtung der Einheitsvektoren {e;} solange,
bis Konvergenz eintritt.

Abbildung 4.2 zeigt die iterativen Schritte dieses Algorithmus im vereinfachten
Fall einer zweidimensional quadratischen Funktion. Von der Startgeometrie aus wird
ein Line Search in Richtung d; = e, durchgefiihrt.! Der resultierende Schrittvektor
T, = sie, entspannt das System zur Geometrie 1. Der nachste Suchpfad ist der
Einheitsvektor in z-Richtung: dy = e,. Er fiihrt zu Stiitzpunkt 2 und analog zu 3 und

1 Man beachte, dass eine erste Suche entlang der z-Achse (gestrichelt dargestellt) die Geometrie
zwar entspannen, aber sehr weit vom Minimum entfernen wiirde.
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Startgeometrie

Abbildung 4.2: Iterationen einer ,,Function-Only“-Optimierung

4. Die weiteren Schritte jenseits Geometrie 4 zeigen ebenfalls eine ,treppenstufen-
artige Anndherung an das Minimum mit sinkender Effizienz, d.h. Stufenhéhe und
-tiefe werden immer geringer, so dass sie hier nicht mehr dargestellt wurden.

Die Konvergenz dieses Verfahrens ist denkbar schlecht. Insbesondere beim Auf-
treten ,schmaler diagonaler Téler, d.h. in Fallen stark koppelnder Variablen und
stark unterschiedlicher Hesse-Matrix-Eigenwerte, sind bis zu einer befriedigenden
Konvergenz unckonomisch viele Schritte notwendig. Dennoch ist das Verfahren sehr
robust und zeigt sich unempfindlich gegeniiber moglichen Unstetigkeiten auf der
Hyperfliche. Auch in Féllen schwer zugénglicher lokaler Informationen kann die
,, Function-Only“-Optimierung eine sinnvolle Alternative sein.

4.3 Gradienten-Verfahren

In Gradienten-Verfahren berechnet man die erste Ableitung in Fixpunkt R; fiir die
Ermittlung des néchsten Schrittes ;. Der formalistische Aufwand fiir eine Schritt-
vektor-Bestimmung kann sehr unterschiedlich sein. Auffillig dabei ist, dass einfache
Suchalgorithmen langsamer konvergieren, dafiir aber meist sehr robust sind, wih-
rend umgekehrt Optimierungs-Methoden, die extensiv Gebrauch von lokalen Infor-
mationen machen, hiufig sehr empfindlich auf Anharmonizitdten der Potenzialfliche
reagieren, dafiir aber bei gut modellierter Umgebung sehr schnell ins Minimum fiih-
ren.
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Die Berechnung des Gradienten g, im Stiitzpunkt R; kann entweder analytisch
oder numerisch erfolgen. Dank der Weg weisenden Arbeiten von Pulay [1969], Handy
und Schaefer [1984] und Anderen sehen manche quantenchemischen Programmpake-
te eine Moglichkeit der analytischen Gradienten-Berechnung vor. Ihre Vorteile sind,
dass ihre Ermittlung nur etwa so aufwindig wie eine Einzelpunktberechnung ist,
und dass analytische Gradienten im Allgemeinen sehr exakt sind. Falls keine ana-
lytischen Gradienten zur Verfiigung stehen, kann der Gradient numerisch ermittelt
werden.

4.3.1 Die Generierung numerischer Gradienten

Numerische Gradienten sind eine Approximation an analytisch (exakte) Gradien-
ten durch finite Differenzen. Dabei erhilt man die k-te Komponente gi(R) des
Gradienten-Vektors g(R) durch selektive Deformation der Komponente Ry des Geo-
metrie-Vektors R mit dem Inkrement h:

_0E(R) _ AE(R) E(R)-E(R)

9(B) =R % AR, h
Rl Rl
RQ R2
mit R = R und R' = P :+h (4.15)
k k
R, R,

Da fiir den vollstindigen Gradienten die Energie E(R) und n Energien F(R') be-
rechnet werden miissen, sind numerische Kalkulationen oft deutlich aufwéindiger als
analytische. Thr Vorteil ist, dass man sie auch fiir quantenchemische Verfahren an-
wenden kann, fiir die die Berechnung analytischer Gradienten zu kompliziert oder
unmoglich ist.

Die eindimensionale Projektion der Hyperfliche in Richtung des Einheitsvektors
e und die Konstruktion des so genannten Forward-Gradienten ist in Abbildung
4.3 dargestellt. Ebenso konnte man den Backward-Gradienten in (R — h) be-
stimmen, was aber die Ubereinstimmung mit dem tatsichlichen Gradienten nicht
prinzipiell verbessern wiirde.

Der Fehler dieser zusammenfassend als Zwei-Punkt-Gradienten bezeichneten
numerischen Gradienten ist abhéngig

1. vom Kriimmungsverhalten der Hyperfliche
2. von der Grole des Inkrements h

3. von Fehlerquellen in der Einzelpunkt-Berechnungsmethode selbst.
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»
'

projizierte Hyperflache
———— analytischer Gradient g
------------ numerischer Gradient g

potenzielle Energie E

Abbildung 4.3: Konstruktion numerischer Forward-Gradienten

Fehler 1: Der durch die Potenzial-Kriimmung hervorgerufene Fehler ldsst sich
verringern, indem man zentrale oder auch Drei-Punkt-Gradienten ermittelt,
wie in Abbildung 4.4 illustriert. Die Komponente g;(R) eines zentralen Gradienten

»
'

projizierte Hyperflache
———— analytischer Gradient g,
S N — numerischer Gradient g,

potenzielle Energie E

Abbildung 4.4: Konstruktion numerischer zentraler Gradienten

fiir die Geometrie R ist

E(R") — E(R)

gr(R) = 57
Rl Rl
R2 RQ
. r_ "o
mit R’ = Rt h und R" = Ri—h (4.16)
Ry Ry
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Es handelt sich also gewissermafsen um das arithmetische Mittel aus Forward- und
Backward-Gradient. Wie sich leicht zeigen lédsst, kann man die Unempfindlichkeit
zentraler Gradienten gegeniiber dem Kriimmungsverhalten der Hyperfliche dadurch
erkldren, dass sie sich durch Subtraktion zweier Taylor-Reihen (Gleichung 4.7) fiir
E(R + p) und E(R — p) herleiten lassen, wobei der quadratische Term, der die
Kriimmung enthélt, weg fallt.

Da jede Komponente eines zentralen Gradienten zwei Einzelpunkt-Berechnungen
erfordert, verdoppelt sich der rechnerische Aufwand, jedoch zeigt Abbildung 4.5,
dass er besonders in der Nédhe des Minimums unverzichtbar ist. Der Zwei-Punkt-

A

projizierte Hyperfldache
———— analytischer Gradient g;
------------ Zwei-Punkt-Gradient g,
—-—-.— Drei-Punkt-Gradient g

potenzielle Energie E

Abbildung 4.5: Die Notwendigkeit zentraler Gradienten in der Néhe eines Minimums

Gradient liefert im Potenzial-Minimum félschlicherweise einen Gradienten ungleich
Null, wiahrend der entsprechende zentrale Gradient das Minimum korrekt durch
einen verschwindenden Gradienten identifiziert.

Fehler 2: Selbst ein Zwei-Punkt-Gradient liefte sich mit ausreichender Genauigkeit
konstruieren, wenn man das Inkrement h beliebig klein wihlen konnte:

lim

lim (4.17)

Grumerisch = Yexakt
Bedauerlicherweise iiberschreitet das die Prizision der verwendeten Einzelpunkt-
Methoden. Nach Baker [1987| erhélt man das jeweils geeignete Inkrement A in Ab-
hingigkeit vom Energie-Fehler-Intervall A, gemafs

AGTT
h = 204/ ——M 4.18
[T |E(R)] (4.18)
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Fehler 3: Quantenchemische Programm-Pakete sehen in aller Regel Moglichkeiten
der Einflussnahme auf die interne Genauigkeit der Berechnung vor, bspw. iiber die
Spezifikation von Fehlertoleranzen und/oder Konvergenz-Kriterien. Von entschei-
dender Bedeutung fiir einen ,stabilen numerischen Algorithmus ist dabei nicht
der systematische Fehler einer quantenchemischen Methodik, sondern vielmehr das
durch wenig akkurate Einzelpunkt-Rechnungen erzeugte numerische ,Rauschen®,
d.h. der zufillige Fehler.

4.3.2 Steepest Descent

Steepest Descent bezeichnet einen Pfadfinder-Algorithmus, bei dessen iterativen
Schritten jeweils die Richtung des steilsten Abstieges auf der Hyperfliche, also der
negative Gradient —g, in Stiitzpunkt R;, als Suchrichtung angesetzt wird:

Ri.1 = R;— sy, (4.19)

Dabei ermittelt man die Schrittweite s; wie gewohnt durch einen Line Search.
Eine exemplarisch vereinfachte Steepest-Descent-Optimierung auf einer zweidi-
mensional quadratischen Oberfliche ist in Abbildung 4.6 dargestellt. Es ist eine

Startgeometrie

Abbildung 4.6: Iterationen einer Steepest-Descent-Optimierung

Folge des Ansatzes, dass aufeinanderfolgende Schritte in orthogonale Richtungen
erfolgen. Der im Vergleich zum ,, Function-Only“-Algorithmus erhéhte Aufwand fiir
die zusétzlich durchzufiihrende Gradienten-Ermittlung wird in der Regel durch das
effizientere lineare Konvergenz-Verhalten iiberkompensiert.
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4.3.3 Conjugate Gradient

Ein Nachteil des Steepest Descent ist, dass koppelnde Variablen (,diagonale Téler*
auf der Hyperfliche) mehrfach minimiert werden miissen. Ziel des Conjugate Gra-
dient ist es daher, einen Satz ,unabhéngiger* Suchrichtungen {d;} zu finden, also
Richtungen, deren Minima im weiteren Verlauf der Optimierung erhalten bleiben.

Sei also d; eine beliebige Suchrichtung dieses Satzes, dann ldsst sich die Hyper-
flache als Taylor-Reihe zweiter Ordnung anndhern:

B(d) = E+g%di+ %d?Hdi (4.20)
Man erhilt den Gradienten in Suchrichtung geméf
VE(d;) = Hd;+g. (4.21)
Bedingung fiir ein Minimum ist das Verschwinden dieses Gradienten:
0 = VE(d;)
— Hd;+g (4.22)

Die Anderung des Gradienten bei Anderung des Vektors d; ist demnach gegeben
durch

S(VE(d) = H(6d,) (4.23)

Die Forderung, dass sich der Gradient der letzten Suchrichtung d; bei einer Suche
in Richtung d;,; nicht dndern darf, entspricht einer Forderung nach Orthogonalitéit:

= d¢T+1H(5di>
= d},Hd; (4.24)

Vektoren, die Bedingung (4.24) erfiillen, nennt man konjugiert. Benutzt man sie zur
Konstruktion eines Satzes der Suchrichtungen {d;} eines Pfadfinder-Verfahrens, so
ist sicher gestellt, dass in keiner dieser Richtungen mehrmals minimiert werden muss.
Man erwartet daher als Faustregel ebenso viele Iterations-Schritte wie Freiheitsgra-
de. Voraussetzung dafiir sind die hinreichende Ndhe zur quadratischen Umgebung
des Minimums und moglichst exakte Gradienten. Abbildung 4.7 zeigt exemplarisch
den Verlauf einer Conjugate-Gradient-Optimierung auf einer ,ideal* quadratischen
Oberflache.

Der Conjugate-Gradient-Algorithmus erzeugt also einen Satz Gradienten {g,}
und einen Satz konjugierter Suchrichtungen {d;}, die die folgenden Orthogonalitéts-
und Konjugations-Bedingungen erfiillen:

9:9,=0, g,d;=0, d/Hd;=0 fiirallei#j (4.25)
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Startgeometrie

0 K\%

Abbildung 4.7: Optimierung auf einer zweidimensional quadratischen Oberfléche nach
dem Conjugate-Gradient-Verfahren

Die rekursiven Konstruktionsvorschriften lauten dann:

9ir1 = 9;— AHd; und (4.26)
diy1 = g1 +7di (4.27)

wobei die Skalare \; und v; gegeben sind als

99, _ 9idi
d'Hd, d'Hd,

N = (4.28)

T
FR 911911
AR diibin (4.29)
9?91‘

Die letzte Gleichung dient der Bestimmung des Wertes +; nach Fletcher und Ree-
ves [1964]). Auf einer quadratischen Hyperfliche mit bekannter Hesse-Matrix H,
bekanntem Start-Gradienten g, und dem Ansatz dy = g, liefen sich aufgrund dieser
Gleichungen beide Sitze {g;} und {d;} berechnen,? und man erreicht in n Schritten
das Minimum, wenn n die Zahl der Freiheitsgrade ist. Bedauerlicherweise aber ist
die Hesse-Matrix fiir gewohnlich unbekannt oder nur mit groferem Rechenaufwand
zu ermitteln.

Dennoch erhélt man eine Losung fiir Gleichung (4.26), indem man den Pfadfin-
der-Algorithmus einsetzt: Line Search in Richtung d; fiihrt gerade zur Geometrie

2 Mit dg = g, entspricht der erste Schritt im Conjugate-Gradient-Formalismus also de facto
einem Steepest-Descent-Schritt.
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R, .y, deren Gradient g, , sich nun numerisch oder analytisch ermitteln lisst. Die
darauf folgende konjugierte Suchrichtung d,; wird nach Gleichung (4.27) berechnet,
und der iterative Kreis ist geschlossen.

Die Konvergenz des Conjugate-Gradient-Algorithmus hingt davon ab, wie ex-
akt die Gradienten bestimmt werden, wie akkurat die Line Searches durchgefiihrt
werden und wie gut die Ndherung als Taylor-Reihe zweiter Ordnung die lokalen
Verhiltnisse wiedergibt, d.h. wie nah die Start-Geometrie am Minimum liegt. Polak
und Ribiére (Polak [1971]) schlugen eine Modifikation der Ermittlung des Skalars ~;
vor, die die Anwendbarkeit des Conjugate Gradient auf stark anharmonische Poten-
zialflichen bzw. grofere Anfangs-Entfernungen vom Minimum ausdehnt:

(9:11 ng) giv1 (4.30)
g;9;

Wegen der Orthogonalitét von g, und g,,, nach Gleichung (4.25) sind die Bestim-
mungsgleichungen von Fletcher-Reeves und Polak-Ribiére in ,jideal“ quadratischer
Umgebung dquivalent. Auf realen nicht-harmonischen Oberflichen dagegen kann es
vorkommen, dass eine konjugierte Suchrichtung d; keine effektive Minimierung der
Energie bewirkt, so dass die im Line Search ermittelte Schrittlinge s; beinahe ver-
schwindet. Die Folge-Geometrie R, liegt nahe bei R;, folglich sind die Gradienten
g; und g; , sehr dhnlich, und die Suchrichtung d;;; entspricht dem Gradienten
—g,;.1- Betrachten wir den Extremfall s; = 0, dann gilt:

PR _
Vi =

R,y = R;
= 91 = 9;
0o (431)
= PR V'9it1 — 0
9,9,
= div1 = 9,1 +0-di = g4

Der Einfluss des steilsten Abstieges —g;,; wird auf diese Weise mit der Ineffektivitat
der letzten Suchrichtung d; gewichtet und resultiert im oben dargestellten Extrem-
fall s, = 0 in einer Neu-Initialisierung des Conjugate-Gradient-Algorithmus durch
einen Steepest-Descent-Schritt (i41). Auf diese Weise werden nicht nur Anharmoni-
zitaten der Hyperfliche, sondern auch Fehler im Gradienten abgefangen. Conjugate-
Gradient-Optimierungen vom Polak-Ribiére-Typ gelten daher als sehr robust und
eigenen sich ganz besonders fiir die Implementierung in numerische Verfahren.

4.3.4 Quasi-Newton-Algorithmen

Die Hyperfliche eines Systems mit n Freiheitsgraden ist im Bereich seines Mini-
mums durch das Modellpotenzial einer n-dimensionalen Taylor-Reihe zweiter Ord-
nung (siehe Gleichung 4.20) gut approximiert. Prinzipiell enthalten Hesse-Matrix
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und Gradient in dieser Darstellung zusammen n(n + 1)/2 unbekannte Parameter,
die die genaue Lage des Minimums festlegen. Daraus folgt, dass die quadratische
Niherung nach der Berechnung von n? Funktionswerten vollstindig definiert ist.
Da ein Gradient die Informationen von (n + 1) Funktionswerten enthilt?, sind nach
n Iterationen eines Gradienten-Verfahrens geniigend Informationen vorhanden, um
sowohl die Hesse-Matrix als auch den Gradienten des Modellpotenzials und somit
die Lage des Minimums exakt zu bestimmen. Ein Weg der Akkumulation sémtlicher
gewonnener Daten ist das oben beschriebene Conjugate-Gradient-Verfahren.

Ein anderer Ansatz ist die sukzessive Aktualisierung einer geniherten bzw. ef-
fektiven Start-Hesse-Matrix Hy mittels geeigneter Formalismen, denen allesamt die
so genannte Quasi-Newton-Bedingung zu Grunde liegt:

H (91— 9) = (Rip— Ry) (4.32)

Ziel dieser ,yvariabel metrischen Verfahren ist die iterative Verbesserung der geni-
herten bis hin zur exakten Hesse-Matrix:
Iim H, = Hepon (4.33)
1—00
Einige der gebrauchlichsten Quasi-Newton-Methoden konnten von Oren und Lu-
enberger [1974] als Linearkombination zusammengefasst und verallgemeinert wer-
den:

Tey—1 T

cH "¢\ z,2;
H | = ywH '+ (14+730,+——F— )=
i+1 Y 7 7 w?Ci m;[‘ci

H 'lc,cTH!
o Gic 7,0

zic]H '+ H; 'c;z]
Tg-1 i T

—7%(1 = ;) : (4.34)

7
mit z;=R;;y —R; und c¢;=g,,,—9;

Setzt man ~;,0; = 1, so gelangt man zum Ansatz von Broyden [1970|, Fletcher
[1970], Goldfarb [1970] und Shanno [1970] (BFGS-Verfahren):

ciTHi_lci) izl  mic/H '+ H 'cx] (4.35)

H, = H'+(1+
i ! zle; zle; z}

C;
Die Werte v; = 1 und ©; = 0 fiihren zum DFP-Verfahren von Davidon, Fletcher
und Powell, das die Hesse-Matrix auf folgende Weise aktualisiert (Davidon [1959];
Fletcher und Powell [1963]):

zzl  H'e;elH; !

-1 -1
H, = H, +:13-Tci_ TH e, (4.36)

3Bei der Ermittlung numerischer Gradienten iiber finite Differenzen entspricht dies gerade der
Anzahl mindestens notwendiger Einzelpunktrechnungen.
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Die Effizienz dieser rekursiven Methoden ist abhingig von der Qualitdt des in-
itial guess fiir die Start-Matrix Hy. Haufig verwendet man Diagonal-Matrizen, al-
lerdings kénnen voroptimierte Hesse-Matrizen, die bereits chemische Informationen
z.B. iiber Bindungsstirken und Kraftkonstanten enthalten, die Optimierung deutlich
beschleunigen.

4.4 Quadratische Verfahren

Wenn neben dem Gradienten auch die analytische Hesse-Matrix zur Verfiigung steht,
gelangt man auf einer quadratischen Hyperfliche mit einem Schritt zum stationédren
Punkt, der bei positiv definiter Hesse-Matrix das gesuchte Minimum ist:

R,.. = Ry—H;'g, (4.37)

Abbildung 4.8 zeigt eine quadratisch modellierte Optimierung auf einer zweidimen-
sional quadratischen Oberfliche. Die iterative Optimierung auf nicht-quadratischen

Startgeometrie

Abbildung 4.8: Newton-Raphson-Optimierung

Potenzialflichen unter Verwendung von Taylor-Reihen 2. Ordnung mit exakten ana-
lytischen Hesse-Matrizen nennt man Newton-Raphson-Verfahren oder auch Se-
cond-Order Model:

R, = R,—H;'g, (4.38)

Zwar sehen einige quantenchemische Verfahren eine Berechnung analytischer
zweiter Ableitungen vor, doch ist der Rechenaufwand im Allgemeinen mindestens
5-10 mal grofer als der einer Gradienten-Bestimmung, so dass es sich in der Praxis
als effektiver erwiesen hat, die analytische Hesse-Matrix als initial guess fiir ak-
tualisierende Algorithmen (z.B. BFGS) anzusetzen, anstatt sie in jedem Fixpunkt
vollstandig neu zu berechnen.

In numerischen Verfahren ist die Berechnung von Hesse-Matrizen aus zwei Griin-
den unpraktikabel:
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1. Die Berechnung ist zu aufwéndig.
Fiir die Ermittlung einer (symmetrischen) Hesse-Matrix sind n(n + 1)/2 (n:
Anzahl der Freiheitsgrade) Einzelpunkt-Rechnungen notwendig.*

2. Numerische Hesse-Matrizen sind zu ungenau.
Da erste Ableitungen iiber finite Differenzen angendhert werden miissen und
zweite Ableitungen als finite Differenzen von ersten Ableitungen, potenzieren
sich die Fehlerquellen.

4.5 Rational-Function-Optimierungen

Eine der meist genannten Einschrénkungen der in den letzten Kapiteln beschrie-
benen Optimierungsverfahren ist die Nutzung des quadratischen Modellpotenzials
(siehe Gleichung 4.20), die den Konvergenzradius auf den lokalen Bereich des Mini-
mums einschrinkt. Erweitert man dieses Modell auf rationale Funktionen, so gelangt
man zum so genannten Rational Function Optimization Model. Darin ist die
Energie Erpo gegeben als:

T T ~T¥T A
g;r+ 12z " H;x lz " Hez
E = E+= =F+-—— 4.39

Dabei wurden die folgenden Abkiirzungen eingefiihrt:

() () (G

Darin quantifiziert die Diagonalmatrix S die Anharmonizitiat des Potenzials. Funk-
tionalableitung und Nullsetzen fiihrt zu der Eigenwertgleichung

. . +THZ
Hi — 4S& mit p=——" (4.41)
T Sz
Daraus erhilt man den Schrittvektor
r = —(H;—pS) g, (4.42)

Der Anwendungsbereich einer Rational-Function-Optimierung beschrankt sich
nicht nur auf quadratische Bedingungen, so dass auch stark deformierte Systeme
ohne Voroptimierung minimiert werden konnen.

4 Bei einem nicht-linearen Molekiil mit zwolf Atomen wiiren demnach bspw. 465 (= (36—6)(36—
6 + 1)/2) Einzelpunkt-Berechnungen notig, um eine einzelne Hesse-Matrix zu generieren.
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4.6 Konvergenzbeschleunigung

Die bisher beschriebenen Verfahren zogen ihren Nutzen aus den Funktionswerten,
Gradienten oder Hesse-Matrizen einzelner Stiitzpunkte R; auf Grund der Annahme
von quadratischen oder rationalen Modellpotenzialen. Die dabei iterativ erzeugte
und gegen das Minimum R,,;, konvergierende Folge von Geometrien {R;} enthilt
jedoch zusétzliche Informationen iiber die Hyperfliche unabhéngig von der Anné-
herung durch ein Modellpotenzial. Diese Idee fiihrte zu einem alternativen Ansatz
der Konvergenzbeschleunigung, dessen Varianten in diesem Abschnitt kurz erldutert
werden sollen.

4.6.1 DIIS

Jedes iterative Optimierungs-Verfahren liefert eine Folge von Stiitzpunkten {R;}
und Schrittvektoren {z;}. Diese Folgen konvergieren mit

1—00 1—00

Nach einem Vorschlag von Pulay [1982] werden die Folgeglieder R;,; und x;,; als
eine Linearkombination der k& vorherigen Glieder angesetzt:

7

Ri-i—l = Z CjRj (444)
j=i—k

Tiy1 — Z CiT; (445)
j=i—k

Da die Folgen {R;} und {z;} bijektiv voneinander abhingen, konvergieren entwe-
der beide oder keine. Es ist daher ausreichend, die Folge der Schrittvektoren zur
Konvergenz zu bringen. Man fordert also, dass x;,; verschwindet und optimiert die
Koeffizienten c; unter der Makgabe minimaler quadratischer Abweichungen und der
Normierungsbedingung

g =1 (4.46)
j=i—k
mittels Lagrangescher Multiplikatoren A:
i ) i
o= (X gm) +22(1- Y ¢) (4.47)
j=i—k j=i—k

Die Minimierung der Lagrange-Funktion L liefert einen Satz Koeffizienten {c;}, aus
dem sich dann iiber Gleichung (4.44) die Geometrie R, berechnen lésst.
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Die hier beschriebene Vorgehensweise, auch DIIS® genannt, eignet sich beson-
ders gut fiir ,sparsame* Algorithmen wie ,, Function-Only“, aber auch Gradienten-
Verfahren werden meist deutlich beschleunigt.

4.6.2 GDIIS

Beim speziell fiir Geometrie-Optimierungen mit exakten oder approximierten Hesse-
Matrizen entwickelten GDIIS (Csaszar und Pulay [1984]) interpoliert man in einem
Zwischenschritt den imagindren Stiitzpunkt R und dessen Gradienten g als Linear-
kombination der letzten k£ Schritte:

R = ) ¢R; (4.48)

j=i—k

i
g = > g, (4.49)
j=i—k
Die Koeffizienten werden wie im DIIS-Algorithmus optimiert und die resultierenden
interpolierten Werte in die Rekursion fiir Newton-Verfahren eingesetzt:

R, = R—Hg (4.50)

Obwohl die GDIIS-Methode durch die Newton-Bedingung auf eine quadratische
Néaherung zuriickgreift, ist sie nicht auf diese beschrinkt. Vielmehr wurde in der
Praxis eine effektive Beschleunigung der Konvergenz auch in Fillen groferer Entfer-
nung vom Minimum beobachtet. Wichtige Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit der
Methode ist, wie beim DIIS-Verfahren, dass der zu Grunde liegende Optimierungs-
Vorgang konvergiert.

4.7 Eingeschrankte Optimierungen

Selbst bei Ausnutzung komplexer formalistischer Grundlagen skaliert der Rechen-
aufwand von Optimierungen meist in einer Grofenordnung von n? (n: Anzahl der
Freiheitsgrade). Eine Reduktion der Freiheitsgrade sollte daher jedes Optimierungs-
Verfahren beschleunigen.

4.7.1 Translation und Rotation

Der Vollstidndigkeit halber sei hier auf diese nahe liegende Einsparungsmoglichkeit
hingewiesen. Die Eliminierung von Freiheitsgraden der Translation und Rotation ist

5= Direct Inversion in the Iterative Subspace
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bei internen Koordinaten schon vollzogen, bei kartesischen Koordinaten bedarf sie
der gesonderten Implementierung. Translationen verhindert man bei kartesischen
Koordinaten trivialerweise durch das Festhalten eines beliebigen Kernes A; dieser
Kern wird bei der Gradienten-Bestimmung ausgespart. Definiert man zusétzlich
einen beliebigen Kern B, der nur in der Verbindungsachse zum fixierten Kern A
deformiert werden darf und einen weiteren Kern C, der nicht aus der durch die
drei Kerne aufgespannten Ebene herausbewegt werden darf, so hat man auch die
Freiheitsgrade der Rotation eliminiert.

4.7.2 Symmetrie

Eine deutliche Reduktion der Freiheitsgrade gelingt durch die Zuordnung von Punkt-
gruppen. Enthilt ein System Kerne, die durch Symmetrie-Operationen aufeinander
abbildbar sind, so miissen dieser ,,Kern-Typ“ nur einmal optimiert werden, voraus-
gesetzt, dass die Optimierung keine Symmetriebrechung erwarten lésst. Das ist ins-
besondere fiir angeregte Zustinde nicht immer der Fall. Vorsicht ist aufserdem beim
Wechsel von héherer zu niederer Symmetrie geboten, da ein Minimum in hoherer
Symmetrie einem Sattelpunkt in niederer Symmetrie entsprechen kann.

4.7.3 Fixierung von Koordinaten

Schlieftt man einzelne oder mehrere Koordinaten von der Optimierung aus, dann
spricht man von Randbedingungen/Einschriankungen (,Constraints“). So ist es z.B
moglich, ganze Struktur-Fragmente zu fixieren, die bereits als optimiert bekannt
sind. Besonders vorteilhaft kann die Festlegung von Bindungsléngen und/oder -
winkeln sein, sie lasst sich sehr anschaulich bei Verwendung interner Koordinaten
umsetzen.
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Kapitel 5

Ein Programm zur numerischen
Optimierung

Um Verbindungen auf angeregten Hyperflachen zu optimieren, bedarf es in der Regel
als Mindestinformation derjenigen iiber Gradienten. Analytische Gradienten existie-
ren nicht fiir alle Energiebestimmungsverfahren, numerische Gradienten sind prinzi-
piell numerisch bestimmbar. Numerische Optimierungen sind daher immer dann
sinnvoll, wenn die Bestimmung analytischer Gradienten entweder nicht moglich
oder rechnerisch aufwindiger als der numerische Weg ist. Ein solcher Fall liegt z.B.
bei dem in Abschnitt 2.3.12 (S. 36) beschriebenen, kombinierten Dichtefunktional-
Multireferenz-CI von Grimme und Waletzke |[1999b| vor — einem Paket, das mit
hoher Geschwindigkeit und Genauigkeit die Energie von Grund- und angeregten
Zustidnden ermittelt.

Mafsgaben bei der Auswahl des Optimierungsalgorithmus sind a) die Minimie-
rung des rechnerischen Aufwands, b) ein gutes Konvergenzverhalten und c¢) eine
moglichst geringe Fehlerfortpflanzung.

zu a) Newton-Raphson-Verfahren (s. S 58) sind im Umfeld numerischer Optimie-
rungen auf Grund ihrer hohen rechnerischen Kosten und ihrer Fehleranféllig-
keit ausgeschlossen.

zu b) Wiinschenswert ist ein Algorithmus mit quadratischem Modellpotenzial, was
das Steepest-Descent-Verfahren (S. 53) ausschliefst.

zu c¢) Eine konsequente Nutzung der moglicherweise unprézisen numerischen Gra-
dienten wie in Quasi-Newton-Verfahren (S. 56) lidsst eine hohere Fehlerfort-
pflanzung erwarten.

Die Beriicksichtigung aller hier genannten Argumente fiihrt zum Conjugate-Gradi-
ent-Formalismus (S. 54).

Dieses Programm schliefst auf pragmatische Weise die bestehende Liicke bei der
Bestimmung von Gleichgewichts-Strukturen auf DFT/MRCI-Hyperflichen: Es liest
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DFT/MRCI-Energien aus, berechnet aus ihnen numerische Gradienten und verwen-
det diese innerhalb eines Optimierers, der ohne Zweitableitungsdaten auskommt.
So sind bei kleineren Verbindungen innerhalb von Minuten bis zu einigen Stunden
entsprechende Ergebnisse zu erhalten. Um auf anderen Energiehyperflichen Ver-
bindungen zu optimieren, muss lediglich die Einleseroutine entsprechend angepasst
werden, was dem Code eine hohe Flexibilitdt verleiht.

5.1 Die Programmiersprache

Obwohl die Progammiersprache FORTRAN 77 bereits alle fiir ein solches Programm
notwendigen Funktionen bereit stellt, fiel die Wahl auf das jiingere FORTRAN 90,
weil es ein Reihe profitabler Erweiterungen bietet:

e Format: spaltenunabhingige Quellprogrammschreibweise, Mehrfachanweisun-
gen auf einer Zeile, Quellprogrammeinbettung mittels INCLUDE, Datenstruk-
turen, Felder mit iibernommener Gestalt, selbst definierte Operatoren, Kurz-
schreibweise der Vergleichsoperatoren, selbst definierte Zuweisungsoperatio-
nen, maskierte Feldzuweisungen, Zeigerzuweisungen, Attribute in Typ-Verein-
barungsanweisungen, diverse Spezifikationsanweisungen, CASE-Struktur, nicht
vorriickende E/A (eine Art Datenstrom-E/A), diverse E/A-Parameter, diver-
se Datenfeldbeschreibungen, Schliisselwortparameter, private und sichtbare
Grofsen, optionale Formalparameter, Schnittstellenblocke, diverse Standard-
subroutinen, viele neue Standardfunktionen und anderes mehr.

e Feldverarbeitung. FORTRAN 90 erlaubt Operationen mit Teil- und komplet-
ten Feldern, wihrend bei FORTRAN 77 Operationen nur mit einzelnen Feld-
elementen moglich sind. Entsprechende Funktionen fiir Matrix-Operationen
wurden hinzugefiigt.

e Datentypen konnen hinsichtlich ihrer internen Speicheranforderungen und
ihrer internen Darstellung flexibler definiert werden, so dass der Programmie-
rer in der Lage ist, seine Anwendung an die speziellen Gegebenheiten eines
Rechners anzupassen und dafiir zu optimieren.

e Mit dem Konzept der Modularen Definitionen hilt der Entwickler ein sehr
viel leistungsfiahigeres Werkzeug der globalen Speicherverwaltung in Handen,
als es ein COMMON-Block in FORTRAN 77 ist. Ein Modul ist eine Programm-
einheit, die beliebige Typdeklarationen, Spezifikationen, Unterprogrammdefi-
nitionen und/oder Schnittstellendefinitionen enthalten kann. Die Inhalte eines
Moduls und damit der entsprechende Speicherbereich stehen den Subroutinen
und Funktionen je nach Implementierung komplett oder teilweise zur Verfii-

gung.
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e Das Typkonzept in FORTRAN 90 sieht vor, dass iiber die aus FORTRAN 77
hinaus bekannten Datentypen hinaus eigene Datentypen definiert werden kon-
nen. Danach ist ein Datentyp eine Menge von Werten, er hat einen Namen,
eine Menge von Operationen auf diesen Werten und eine Vorschrift iiber die
Schreibweise dieser Werte, die sich in der Schreibweise der Konstanten nieder-
schlagt.

e Dynamische Speicherverwaltung ist der Oberbegriff fiir eine Reihe von
FORTRAN 90 Kommandos, die die Belegung und Freigabe von, sowie den Zu-
griff auf dedizierte Speichersegmente regulieren. Mit ihnen ist es moglich, dyna-
mische Felder wihrend der Laufzeit zu de- und allozieren, Felder automatisch
bei der Ubernahme durch eine Subroutine allozieren zu lassen und Datentypen
zu deklarieren, die auf ein Speichersegment verweisen.

5.2 Anbindung an bestehende Programmteile

Einer der Vorziige des hier vorgestellten Programmes ist seine Flexibilitdt. Grund-
sitzlich kann jedes quantenchemische Verfahren als Grundlage zur Ermittlung ein-
zelner Punkte auf einer Hyperfliche eingesetzt werden. Ebenso kénnen die hier er-
haltenen Geometrien in jeder beliebigen Rechenmethode weiterverwendet werden.

Das Einlesen und die Ausgabe der Geometrien erfolgt in Anlehnung an die TUR-
BOMOLE-Suite iiber die Datei coord. Prinzipiell konnen in zukiinftigen Versionen
andere Formate implementiert werden.

Die Einbindung alternativer Rechenmethoden erfolgt sehr einfach in zweierlei
Weise: Zum Eginen muss der Name der entsprechenden ausfithrbaren Datei — ge-
gebenenfalls inklusive Pfad — bekannt sein (z.B. mrci bzw. /usr/bin/mrci) und
in Form eines so genannten System Calls in den bestehenden Code des Optimie-
rers eingetragen werden. Bei aufsetzenden Verfahren wie z.B. DFT/MRCI sind da-
zu mehrere System Calls notwendig, die nacheinander die Optimierung der Kohn-
Sham-Orbitale (dscf), eine RI-Transformation der Vierzentren-Integrale (ritraf),
die Kalkulation der Ein-Elektron-Integrale (oneint) und schlieflich die eigentliche
MRCI-Rechnung (mrci) anstoken. Geringfiigig komplizierter gestaltet sich unter
Umsténden das Auslesen der berechneten Einzelpunkt-Energien, weil die Rechenme-
thode und der Optimierer nicht direkt aneinander angeschlossen sind, sondern nur
iiber herausgeschriebene und einzulesende Dateien miteinander kommunizieren. Die-
ser Umstand macht einen Mechanismus zur Mustererkennung notwendig und stellt
den Entwickler vor die Aufgabe, ein Muster zu finden, das den gesuchten Energie-
wert in einer zu definierenden Datei eindeutig lokalisiert. Dabei ist zu bedenken, dass
bei Mehrdeterminanten-Verfahren auch das Auffinden der Energiedaten elektronisch
angeregter Zustidnde eindeutig sein muss.

Im Falle der bereits eingebundenen DFT/MRCI-Routine geschieht das auf fol-
gende Weise: Zunédchst wird dem Optimierer die Nummer des zu optimierenden
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elektronisch angeregten Zustandes per Eingabedatei mitgeteilt. Dann wird eine ers-
te MRCI-Kalkulation gestartet. Schlieflich liest der Optimierer aus der Standard-
Ausgabedatei des MRCI, mrci.sum, die diesem Zustand zugeordnete dominante
elektronische Anregung heraus und speichert sie ab. Das Programm wird diesen
Zustand wéhrend der Optimierung nunmehr anhand dieser Anregung identifizieren,
unabhéngig von eventuell auftretenden Kreuzungen.

Es obliegt dem Anwender, die fiir das jeweils verwendete quantenchemische
Verfahren notwendigen Vorbereitungen zu treffen. Das bedeutet z.B. im Fall des
DFT/MRCI, dass vor dem Start des Optimierers die folgenden drei Schritte vorge-
nommen werden miissen:

1. Erzeugung bzw. Anderung der fiir den dscf-Lauf erforderlichen Eingabedatei
control mit dem interaktiven TURBOMOLE-Skript define

2. Modifikation/Ergénzung der fiir die RI-Ndherung unerlisslichen Eintrige in
der control-Datei mit dem interaktiven TURBOMOLE-Skript rimp2prep

3. Anlegen/Editieren einer DF'T/MRCI-Input-Datei (hier: mrci.in)

Die im DFT/MRCI-Verfahren vorgesehene iterative Erzeugung des Referenzraumes
wurde in das Programm integriert.

5.3 Programmablauf

Wie bereits in Abschnitt 4 (S. 45) erlautert wurde, 16st man ein molekulares Opti-
mierungsproblem durch iterative Wiederholung der folgenden Einzelschritte:

e Vermessung des Systems in Stiitzpunkt R;: Energie F; und Gradient g,
e Priifung auf Konvergenz
e Bestimmung des Schrittvektors z;, d.h. im Falle eines Pfadfinder- Algorithmus:

— Berechnung der Suchrichtung d;
— Ermittlung der Schrittléinge s;

— T, = s;d;
e Aktualisierung der Geometrie:
Riyw = R+
Der Algorithmus wird beendet, wenn das System bestimmten Konvergenzkriterien

geniigt oder wenn die energetischen Anderungen von Zyklus zu Zyklus hinreichend
gering sind.
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Startgeometrie

|

Best. von Energie u. Gradient

nein

steepest descent

coord-Datei

measureSys | calcCGrad

steepDesc

line search

brackMin + dirMin

Best. von Energie u. Gradient

nein

conjugate gradient

measureSys | calcCGrad

conjGrad

line search

brackMin + dirMin

Best. von Energie u. Gradient

Optimierte Geometrie

measureSys | calcCGrad

coord-Datei

Abbildung 5.1: Programm-Ablauf und Implementierung. Die Begriffe measureSys,
calcCGrad, steepDesc, conjGrad, brackMin und dirMin bezeichnen diejenigen Subrou-
tinen, die die auf der linken Seite dargestellten Aufgaben {ibernehmen.

Die Implementierung des Optimierungskonzeptes wird in Abbildung 5.3 darge-
stellt. Der Hauptprogrammteil main priift das Vorhandensein aller fiir den Ablauf

notwendigen Informationen wie

versehen?

Welche Geometrie hat das zu vermessende System?
Welche Rechenmethode soll benutzt werden?

Sind alle notwendigen Dateien zuginglich und mit den korrekten Attributen

Welche Parameter wurden per Input-Datei iibergeben und wo werden statt-

dessen die Standardeinstellungen verwendet? (sieche auch Abschnitt 5.4, S. 74)

Danach iibergibt main das Kommando an die Subroutine optGeom, das eigentliche
Herzstiick der Optimierung. optGeom verwaltet die Durchfiihrung folgender Funk-

tionen:

e Allozierung der fiir die Rechnungen benétigten Felder fiir Geometrien cGeom,
Gradienten cGrad und konjugierte Richtungen conjDir

e Eliminierung der Translations-Freiheitsgrade durch Fixierung eines geeigneten
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e Aufruf der Subroutine measureSys zur Berechnung der Systemenergie und
Ermittlung des Gradienten mittels calcCGrad

e Ansteuerung der Optimierungs-Algorithmen Steepest Descent und Conjugate
Gradient

e Berechnung von Energie und Gradient des aktualisierten Systems

e Priifung auf Konvergenz und Start eines weiteren Zyklus oder gegebenenfalls
Abbruch

Der ,Zustandigkeitsbereich® von optGeom ist in Abbildung 5.3 mit mittlerem Blau
unterlegt.

Die Subroutine measureSys iibernimmt wihrend des gesamten Programmablaufs
die Vermessung des Systems nach jedem vollstindig abgeschlossenem Zyklus; sie be-
stimmt Energie und Gradient. Nach einer ersten Konvergenz-Abfrage werden Geo-
metrie und Gradient an die Subroutine steepDesc weitergegeben. steepDesc startet
den Line Search in Richtung des steilsten Abstiegs, d.h. in Gradienten-Richtung. Der
Line Search, bestehend aus den Subroutinen brackMin und dirMin, ermittelt das
Richtungsminimum. Daraus berechnet steepDesc die neue Geometrie und meldet
sie zuriick an optGeom. optGeom priift erneut auf Konvergenz und fiihrt je nach
Schwellwert einen weiteren Steepest Descent-Schritt durch oder startet den Conju-
gate Gradient-Algorithmus. conjGrad bestimmt die Richtung fiir nachfolgende Line
Searches nach dem in Abschnitt 4 (S. 45) dargestellten Formalismus und initiiert
ihn. optGeom priift darauthin wiederum via measureSys auf Konvergenz und ent-
scheidet iiber weitere Iterationen oder einen Abbruch wegen hinreichend optimierter
Geometrie.

5.3.1 Das Konvergenzkriterium

Die Frage nach einem geeigneten Konvergenzkriterium ist die Frage nach dem ent-
scheidenden Charakteristikum einer Gleichgewichts-Geometrie. Nach formalistischen
Gesichtspunkten ist sie das Minimum eines Potenzialtopfes, d.h. sie ist gekennzeich-
net durch den geringsten Energiegehalt und eine verschwindende Energie-Anderung
0 F bei infinitesimaler Deformation dp entlang des Deformationsvektors p:

oF

op
In vielen Féllen wird die Optimierung als konvergiert betrachtet, wenn der letzte
Schritt kaum eine Energie-Anderung herbeigefiihrt hat:

E(Ri,)) ~ E(R)) (5.2)

=0 (5.1)

Die Gefahr dieses Kriteriums ist, dass eine Optimierung auch dann als falschlicher-
weise abgeschlossen angesehen wird, wenn der Schrittvektor die Geometrie zufillig
gerade auf die gegeniiberliegende Seite des Potenzialtopfes deformiert hat, wie in
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»
'

potenzielle Energie E
=

.
Abbildung 5.2: Worst case scenario einer Optmierung mit dem Abbruchkriterium an-
ndhernder Energie-Gleichheit F;y; ~ E; nach dem ¢-ten Schritt mit Schrittvektor x;: Die

Optimierung wird als konvergiert abgebrochen, obwohl das Minimum noch nicht erreicht
wurde.

Abbildung 5.2 dargestellt. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen eines solchen
,worst case scenarios sinkt mit der Grofse des Molekiils, da es fiir jede Dimension
mehr oder weniger gut erfiillt sein muss.

Dennoch ist es zuverlidssiger und nach Gleichung (5.1) naheliegender, das Kon-
vergenzkriterium mit dem Gradienten zu verkniipfen. Da der Gradient ein Vektor
ist, berechnet man seine euklidische Norm

9l = [>_9" (5.3)

und optimiert, bis diese einen bestimmten Schwellwert unterschreitet. Da jedes Atom
annihernd additiv zur Gradientennorm beitragt, ist diese Forderung an grofe Mo-
lekiile ungleich hirter und benétigt deutlich mehr Schritte als das bei kleineren
Systemen der Fall ist. Das Kriterium skaliert falsch, und man erhilt fiir grofere
Molekiile verhaltnisméfig bessere Geometrien als fiir kleinere. Aus diesem Grunde
werden statt dessen die Normen aller atomarer Gradienten

|gat0m| -

3
Z J2roms it & = Raumkoordinaten-Index (5.4)
k=1

ermittelt. Die grofite dieser Normen muss einen bestimmten Schwellwert unterschrei-
ten, damit die Optimierung als konvergiert gilt.

5.3.2 Die Berechnung der Gradienten

Die Problematik numerischer Gradienten wurde in Abschnitt 4.3.1 (S. 50) ausfiih-
lich beschrieben.

71



5.3. PROGRAMMABLAUF KAPITEL 5. DAS PROGRAMM

Da die zur Ermittlung des Gradienten notwendige inkrementelle Auslenkung
entlang der kartesischen Einheitsvektoren in aller Regel einen Bruch der Symme-
trie verursacht, ist der Optimierer grundséitzlich nicht in der Lage, entsprechende
Punktgruppen beizubehalten. Zum aktuellen Zeitpunkt wurde jedoch zumindest ei-
ne Eliminierung der Translations-Freiheitsgrade integriert. Die Implementierung von
internen Koordinaten und Symmetrie-Eigenschaften sind Gegenstand zukiinftiger
Weiterentwicklungen, die den numerischen Aufwand erheblich senken konnen.

Es werden zunéchst grundsétzlich Zwei-Punkt-Gradienten generiert. Sobald die
maximale atomare Gradientennorm einen bestimmten Grenzwert unterschreitet,
schaltet das Programm dynamisch auf die Erzeugung exakterer 3-Punkt-Gradienten
um. Diese verursachen zwar eine Verdopplung des rechnerischen Aufwandes, doch
sind sie fiir eine zuverlissige Lokalisierung des Minimums unverzichtbar (s. Abb. 4.5,
S. 52). Der Anwender hat iiber die Eingabedatei die Moglichkeit, die Ermittlung der
Gradienten wihrend der gesamten Optimierung auf den 2-Punkt- oder den 3-Punkt-
Algorithmus fest zu legen.

Ein sensibler Punkt der Gradienten-Berechnung ist das Inkrement h (s. Ab-
schnitt 4.3.1, S. 52). Es wurde daher die in der Publikation von Baker [1987] refe-
renzierte Vorschrift nach Gill u. a. [1981] implementiert:

A
h = 204/ —— 5.5
[+ @) )
Darin wird das Inkrement h in Abhéngigkeit von der Fehlertoleranz A.,.,. der jeweils
benutzten quantenchemischen Methode und dem Absolutwert der Energie berechnet.

Da die Ermittlung eines numerischen Gradienten im Grunde einer systematischen
Berechnung von (3N — 3) unabhéngigen Einzelpunkten auf der Energie-Hyperflache
ist, bietet sich hier die Moglichkeit einer zukiinftigen Parallelisierung.

5.3.3 Bestimmung der Suchrichtung

Von den drei Méglichkeiten, Steigungsinformationen fiir die Bestimmung einer Such-
richtung im Sinne eines Pfadfinder-Algorithmus zu nutzen (Steepest Descent, Conju-
gate Gradient und Quasi-Newton), war die Wahl aus verschiedenen Griinden (S. 65)
auf ein Conjugate-Gradient-Verfahren gefallen. Die Conjugate-Gradient-Rekursion
(4.26 auf S. 55) erfordert jedoch zwei Gradienten, die typischerweise durch einen ini-
tialen Steepest-Descent-Schritt erzeugt werden. Die erste Suchrichtung d; entspricht
also immer der Gegenrichtung des ersten Gradienten, —g;:

RQ = R1 — 5104 (56)

Die Schrittlinge s; wird beim ersten Line Search ermittelt (s.u.). Sobald zwei Gradi-
enten zur Verfiigung stehen, hat man die Wahl zwischen weiteren Steepest-Descent-
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Iterationen und dem Einstieg in den Conjugate-Gradient-Formalismus. Der Anwen-
der hat drei Moglichkeiten, auf diese Entscheidung Einfluss zu nehmen:

e Jede Iteration folgt bis zur Konvergenz der Richtung des steilsten Abstiegs
(complete Steepest Descent).

e Nach dem obligatorischen ersten Steepest-Descent-Schritt sollen alle weiteren
Schritte in conjugierte Richtungen erfolgen (complete Conjugate Gradient).

e Unterschreitet die maximale atomare Gradientennorm einen Grenzwert, so
wird dynamisch von Steepest Descent auf Conjugate Gradient umgeschaltet.

Da der Steepest-Descent-Algorithmus die Energie eines Systems unabhdngig von
quadratischen Modellpotenzialen minimiert, empfiehlt er sich besonders in Féllen
grofer Entfernung vom Minimum der Hyperflache. Befindet sich eine Geometrie al-
lerdings hinreichend nah der Gleichgewichts-Geometrie, sollte man das effizientere
Konvergenzverhalten einer Conjugate- Gradient-Optimierung nutzen. Diese Fakten
sprechen fiir ein dynamisches Umschalten der Methoden. Der Schwellwert des Um-
schaltens wurde anhand einiger Fallbeispiele auf 0.05 festgelegt (dieser Wert kann
durch den Parameter sd2cd in der Eingabedatei umdefiniert werden, s.u.).

Wie in Abschnitt 4.3.3 (S. 54) bereits erlautert wurde, kann der fiir die Conjugate-
Gradient-Rekursion bedeutsame Parameter ; auf zweierlei Weise ermittelt werden.
Dabei folgt die Bestimmungsgleichung von Fletcher und Reeves (4.29 auf S. 55)
dem strikten, fiir ,ideale“ mehrdimensional parabolische Szenarien giiltigen Forma-
lismus, wihrend mit der Formel von Polak und Ribiére (4.30, S. 56) gegebenenfalls
auftretende numerische Unzulédnglichkeiten abgefangen und korrigiert werden. Beide
Alternativen wurden implementiert, jedoch hat sich bei den durchgefiihrten Optimie-
rungen die Berechnung von v; nach Polak und Ribiére als effizienter herausgestellt.

5.3.4 Die Schrittlange

Die Bestimmung der Schrittldnge erfolgt iterativ durch eine Reihe inverser parabo-
lischer Interpolationen geméf Gleichung (4.11) bis zur Konvergenz. Voraussetzung
dafiir sind drei in Suchrichtung ermittelte Punkte P, ) und R, wie in Abschnitt 4.1
(S. 46) beschrieben. Einzige Forderung an diese Punkte ist, dass sie ein Minimum
einrahmen, andernfalls wire das Ergebnis der parabolischen Interpolation eine qua-
dratische Funktion mit negativer Kriimmung und wiirde folglich ein Maximum er-
mitteln. Zur Detektion geeigneter Punkte auf der Hyperfliche in der Suchrichtung
d; geht das Programm folgendermafien vor:

1. Zunéchst wird in Abhingigkeit von der Gradientennorm gradNorm die Strecke
cPut ermittelt geméaf

cPut = 0.15/4/gradNorm (5.7)
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Dieser analytische Ausdruck und der Parameter wurden iterativ mit den F'it-
Routinen von gnuplot (Williams und Kelley [2000]) bestimmt, wobei eine
Reihe von Messdaten das Trainingsset bildeten. Giinstigstenfalls entspricht
cPut der gesuchten Schrittlinge s; und fiihrt direkt in das Minimum der Such-
richtung d;. Ungiinstigstenfalls deformiert dieser Wert das Molekiil zu stark,
so dass der berechnete Wert fiir cPut durch seinen maximal zuléssigen Wert!
ersetzt wird.

2. Im Abstand cPut wird ein erster Energiewert bestimmt und mit dem Energie-
wert, der Einstiegsgeometrie verglichen.

3. In Abhéngigkeit, ob Elongation um cPut entlang der Suchrichtung die Ener-
gie erhoht oder verringert hat, werden weitere Punkte auf dem Suchvektor
berechnet, und zwar so lange, bis ein Minimum eingerahmt wird.

Das ermittelte Punkte-Tripel dient nun als Grundlage fiir mehrere inverse parabo-
lische Interpolationen, bis der energetische Unterschied der einrahmenden Punkte
zum Minimum eine Energie-Differenz in der 5. Nachkommastelle unterschreitet. Laut
Schlick [1992]| beschleunigt ein priziser Line Search deutlich die Konvergenz eines
Conjugate Gradient-Verfahrens.

5.4 Eingabe-Optionen

Die Eingabedatei (,,Input”) gibt dem Anwender die Méglichkeit, den Optimierungs-
Vorgang zu beeinflussen. Alle Optionen werden Schliisselwort getrieben angegeben,
dabei muss jedes Schliisselwort mit mit dem Zeichen $ beginnen, um vom Programm
als solches erkannt zu werden. Alle Zeilen , die nicht mit $ beginnen, werden ignoriert
und konnen zur Kommentierung genutzt werden. In seiner aktuellen Version bietet
das Programm die folgenden Einstellmoglichkeiten:

$method <string>
Mit diesem Schliissel wird die zu benutzende Einzelpunkt-Bestimmungsmetho-
de gewdhlt. Bisherige Einstellm&glichkeiten sind dscf und mrci, wobei dscf
die Standardeinstellung ist.

$state <int>

Hier legt der Benutzer fest, welcher elektronische Zustand optimiert werden
soll. Die Einstellung ist nur relevant, wenn als Methode mrci gew#hlt wurde,
bei dscf-basierten Optimierungen wird sie ignoriert. Das Programm wird nach
einer ersten MRCI-Referenzraum-Erzeugung den <int>-ten Zustand auslesen,
dessen dominante Anregung abspeichern und den Zustand in allen Folgeschrit-
ten anhand dieser Anregung identifizieren. Man bedenke, dass fiir die Optimie-
rung des So-Grundzustandes geméaf der internen MRCI-Nummerierung eine 1
angegeben werden muss, was auch die Standardeinstellung ist.

Lerlaubt die maximale Verschiebung eines Atoms um 0.01bohr
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$gradpoints <int>
An dieser Stelle kann der Anwender die Erzeugung der Gradienten als 2-Punkt-
oder 3-Punkt-Verfahren vorschreiben. Standardeinstellung ist ein dynamisches
Umschalten zwischen 2-Punkt- und 3-Punkt-Gradient nach Unterschreiten ei-
nes gewissen Schwellwertes fiir die maximale atomare Gradientennorm, wie in
Abschnitt 5.3.1 beschrieben.

$maxcycle <int>
In manchen Fillen kann es sinnvoll sein, die Anzahl maximal erlaubter Zyklen
zu begrenzen oder zu erweitern. Sollte diese Anzahl erreicht werden, bevor
das Konvergenzkriterium erfiillt ist, wird eine Datei namens NOT.CONVERGED
erzeugt. Ohne diese Einflussnahme wird die Optimierung nach 100 Zyklen
beendet.

$convnorm <real>
Das Konvergenzkriterium ist standardméafig auf eine maximale atomare Gra-
dientennorm von 0.0005 festgelegt. Unter Umstédnden sind gerade auch bei
rechenintensiven grofen Systemen Geometrien weniger hoher Qualitit ausrei-
chend, so dass man diesen Wert steigern mochte.

$inkr <real>
An dieser Stelle definiert der Anwender die Auslenkung h der numerischen
Gradienten-Bestimmung. Diese Werte hingen stark vom Fehler A.,.,. der je-
weils verwendeten Methode ab und werden daher vom Programm komfortabel
und zuverlidssig nach Vorschrift (5.5), die bei Gill u.a. [1981] zu finden ist,
bestimmt. Eine Anderung dieser Einstellung empfiehlt sich nur in besonderen
Féllen. Typische Werte liegen zwischen 0.001 und 0.0005.

5.5 Ausgabe

Wihrend der Optimierung informiert das Programm in der Standardausgabe um-
fassend iiber den aktuellen Status und berechnete Werte. Dazu zéhlen die folgenden
Daten:

e Parameter der Optimierung, z.B. verwendete quantenchemische Methode, zu
optimierender elektronischer Zustand und weitere aus der Eingabedatei iiber-
nommene Einstellungen

e aktuelle Stiitzpunkt-Geometrie
e Status von Gradienten-Berechnungen und Line Searches
e Gradienten und konjugierte Suchrichtungen

e ermittelte Schrittlangen
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e Informationen iiber dynamisches Umschalten von Steepest Descent zu Conju-
gate Gradient, bzw. von 2-Punkt zu 3-Punkt-Gradienten, etc.

e Angabe der aktuellen molekularen und maximalen atomaren Gradientennorm

e statistische Zusammenfassung der Anzahlen benétigter Steepest-Descent- und
Conjugate-Gradient-Schritte sowie Gesamtzahl durchgefiihrter Einzelpunkt-
Rechnungen

5.6 Geplante Erweiterungen

Das hier vorgestellte Programm ist in mancherlei Hinsicht erweiterbar. Wiinschens-
wert scheint jede Maknahme, die den numerischen Rechenaufwand verringern kann.
Dazu zdhlen vor allem die in Abschnitt 4.7 (S. 61) dargestellten Methoden zu Re-
duktion der Freiheitsgrade, allen voran die Einfiihrung interner Koordinaten und
Symmetrie. In Vorbereitung sind die Parallelisierung der Gradienten-Berechnung
inklusive Lastverteilung nach einem Server-Client-Schema und die Md&glichkeit eines
Neustarts nach Abbruch (,, Restart®).
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Kapitel 6

Formaldehyd

Als einfachste Carbonylverbindung war und ist Formaldehyd Gegenstand zahlreicher
Untersuchungen der Physikalischen und Theoretischen Chemie. Unter Letzteren zu
nennen sind vor allem die Pionierarbeiten von Whitten und Hackmeyer [1969] sowie
Buenker und Peyerimhoff [1970|, aber auch aktuellere Untersuchungen mit Multi-
Referenz-CI-Verfahren (Harding und Goddard III [1977|; Hachey u. a. [1995]; Hachey
und Grein [1995]; Grein und Hachey [1996]; Peri¢ u. a. [2000]), mit Complete-active-
space in Kombination mit Storungstheorie zweiter Ordnung (CASPT2, Merchan und
Roos [1995]) und mit Equation-of-motion-Algorithmen (EOM, Yeager und McKoy
[1974]; Gwaltney und Bartlett [1999]). Da Formaldehyd eine der wenigen Spezies ist,
fiir die auch Geometrien elektronisch angeregter Zustinde experimentell bestimmt
wurden (Raynes [1966]; Taylor u.a. [1982]; Takagi und Oka [1963]; Job u.a. [1969];
Chutjian [1974]; Hodges u.a. [1958]; Birss u.a. [1973]; Jones und Coon [1969] und
Referenzen darin), eignet es sich als Priifstein fiir ein Programm zur Geometrie-
Optimierung auf Potenzial-Hyperflichen dieser Zustinde. In diesem Kontext rele-
vante Ubersichtsartikel stammen z.B. von Davidson und McMurchie [1982] sowie
Clouthier und Ramsay [1983].

6.1 Validierung und Leistungsvergleich

Um die korrekte und effektive Funktionsweise des hier implementierten Optimierers
sicher zu stellen, wurde er zunéchst mit dem in der TURBOMOLE-Suite implemen-
tierten Optimierer verglichen. Da die dabei verwendete quantenchemische Methode
ein SCF-Algorithmus ist, Elektronen-Korrelation also unberiicksichtigt bleibt, be-
schrinkt sich die Optimierung auf die Grundzustands-Geometrie Sy, und es wird in
diesem ersten Schritt auf einen Vergleich zu experimentellen Werten verzichtet.
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6.1.1 Technische Details

Zum Einsatz kam das TURBOMOLE-Modul dscf (direktes SCF: Integrale werden
nicht auf der Festplatte gespeichert, sondern in jeder Iteration nach Bedarf neu er-
zeugt), die Energie-Konvergenz der SCF-Prozedur wurde auf scfconv=10"%Ha fest-
gesetzt. Die folgenden Optimierungs-Varianten wurden getestet: Steepest Descent
und Hesse-Matrix-Aktualisierungen zum einen nach dem BFGS-Algorithmus und
zum anderen nach dem Ahlrichs-Schema, das die Standard-Einstellung im TURBO-
MOLE-Paket ist (Karlsruher Quantenchemie-Gruppe [1998]). Dem Ahlrichs-Schema
liegen mehrere der in Kapitel 4 besprochenen Algorithmen zu Grunde. Man startet
mit einer linearen Zwei-Punkt-Extrapolation der Geometriedaten und schaltet dann
auf das Pulaysche GDIIS-Verfahren zur Geometrie-Vorhersage um, kombiniert mit
einer Aktualisierung der Diagonalelemente der Hesse-Matrix. In kritischen Féllen,
d.h. wenn nach einer vorgegebenen Anzahl von Iterationen die Gradienten-Norm
immer noch zwischen 0.01 und 0.001 liegt, wird die Matrix nach dem vollen BFGS-
Algorithmus aktualisiert.

Der Optimierer dieser Arbeit wurde in seiner Standard-Einstellung, d.h. dyna-
mischer Umschaltung von Steepest Descent zu Conjugate Gradient bei einer maxi-
malen atomaren Gradienten-Norm von 0.01, und als vollstédndige Steepest-Descent-
Methode durchgefiihrt, dabei wurden die numerischen Gradienten als Drei-Punkt-
Gradienten (siche Abschnitt 4.3.1, S. 51) ermittelt.

Die Testlaufe wurden mit je drei Start-Geometrien durchgefiihrt, die in Tabelle
6.1 aufgelistet sind. Geometrie 1 wurde als ,plausible® Konformation mit durch-

Koordinate Geometrie 1 Geometrie 2 Geometrie 3  Referenz

Rco 1.220 2.0109 1.1863 1.1863
Rem, 1.089 0.5426 1.0961 1.0961
Rem, 1.089 2.1706 1.0961 1.0961
Auch 120.0 117.97 121.94 116.14
Locu 120.0 121.02 90.0 121.93

£ oop 0.0 0.0 90.0 0.0

Tabelle 6.1: Start- und Referenz-Geometrien der Optimierungs-Tests in A und Grad

schnittlichen Bindungslidngen und Bindungswinkeln von 120° angesetzt, in Geome-
trie 2 wurden die Abstinde der als Gleichgewichts-Geometrie berechneten Bindun-
gen verdndert und die pyramidale Geometrie 3 entspricht einer Winkel-Deformation
der Gleichgewichts-Struktur. Aus Griinden der Vergleichbarkeit wurden alle Geome-
trien in C';-Symmetrie berechnet. Die Referenz-Geometrie wurde durch eine TURBO-
MOLE-Optimierung nach einem Quasi-Newton-Verfahren mit Ahlrichs-Schema bei
strengeren Konvergenz-Kriterien (Energie: 10~*mHa, maximale Norm des kartesi-
schen molekularen Gradienten: 107*) ermittelt. Die Tabellen 6.2 bis 6.4 fassen die
Ergebnisse zusammen.
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Tabelle 6.2: Vergleich verschiedener Optimierungs-Algorithmen mit dem Optimierer die-
ser Arbeit fiir die Geometrie 1

Tw™m Twm Tw™m diese Arbeit

SD BFGS Ahlrichs SD CG
Rco 1.1863 1.1865 1.1860 1.1863 1.1864
Rcy 1.0968 1.0956 1.0962 1.0959 1.0963
AHCH 116.38 116.22 116.10 116.39 116.18
LoCH 121.79 121.89 121.95 121.80 121.91
£oop 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Anzahl der Schritte 13 7 6 11 10
Norm des atomaren 7.26 6.45 6.07 4.83 1.70

Gradienten (-107%)

Twm: TURBOMOLE

SD: Steepest Descent
CG: Conjugate Gradient
BFGS:

Quasi-Newton-Verfahren nach Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

Ahlrichs: Verkniipfung verschiedener Algorithmen, Beschreibung siehe Text

Tabelle 6.3: Vergleich verschiedener Optimierungs-Algorithmen mit dem Optimierer die-
ser Arbeit fiir die Geometrie 2 (deformierte Bindungslidngen)

T™m Twm Tw™m diese Arbeit

SD BFGS Ahlrichs SD CG
Rco 1.1860 1.1864 1.1863 1.1861 1.1861
Rey 1.0961 1.0968 1.0961 1.0962 1.0963
£AHucH 116.06 116.07 116.11 115.94 115.89
£ocH 121.97 121.97 121.94 122.04 122.05
£oop 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Anzahl der Schritte 24 18 18 21 19
Norm des atomaren 7.73 6.67 0.62 3.57 3.81

Gradienten (-107%)

Abkiirzungen und Einheiten wie oben in Tab. 6.2

6.1.2 Diskussion

Die TURBOMOLE-Optimierungs-Module arbeiten mit analytischen Gradienten und
lassen daher eine deutlich schnellere Konvergenz der Geometrien erwarten, als das
bei einem numerischen Optimierer dieser Arbeit der Fall sein kann (siehe Abschnitt
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Tabelle 6.4: Vergleich verschiedener Optimierungs-Algorithmen mit dem Optimierer die-
ser Arbeit fiir Geometrie 3 (deformierte Bindungswinkel)

Tw™m Tw™m T™m diese Arbeit

SD BFGS Ahlrichs SD CG
Rco 1.1862 1.1864 1.1862 1.1865 1.1865
Rey 1.0962 1.0959 1.0958 1.0961 1.0959
AHCH 116.12 116.12 116.14 116.13 116.12
£ocH 121.93 121.92 121.92 121.93 121.94
£oop ~ 0.0 ~ 0.0 ~ 0.0 ~ 0.0 ~ 0.0
Anzahl der Schritte 53 16 15 34 30
Norm des atomaren 2.30 2.77 3.59 3.64 4.18

Gradienten (-107%)

Abkiirzungen und Einheiten wie oben in Tab. 6.2

4.3, S. 49). Ungliicklicherweise verwenden beide Verfahren unterschiedliche Kon-
vergenz-Kriterien, was die Vergleichbarkeit einschriankt. TURBOMOLE bricht den
Vorgang ab, wenn die Norm des kartesischen molekularen Gradienten einen Grenz-
wert von 1073 unterschreitet und/oder die Anderung der Energie im letzten Schritt
unterhalb 10°mHa lag (TURBOMOLE Manual, Karlsruher Quantenchemie-Grup-
pe [1998]). In der vorliegenden Arbeit wurde statt dessen die maximale Norm ei-
nes atomaren Gradienten, also ein Maf fiir die auf ein einzelnes Atom wirkende
Kraft, als Abbruch-Kriterium heran gezogen und auf 5- 10~ festgesetzt (siche Ab-
schnitt 5.3.1, S. 70)). Um also die Qualitit der optimierten Geometrien vergleichen
zu konnen, wurde jeweils diese atomare Gradienten-Norm auch fiir TURBOMOLE-
optimierte Geometrien in den Ergebnis-Tabellen 6.2 bis 6.4 mit aufgefiihrt. Als Vor-
teil des numerischen Verfahrens konnte es sich erweisen, dass in jeder Iteration im
Sinne eines Pfadfinder-Algorithmus ein Line Search durchgefiihrt wird, so dass je-
de Iteration sicher ins Richtungsminimum fiihrt, wihrend dies bei Algorithmen mit
festem Schrittvektor, wie sie im TURBOMOLE-Optimierer verwendet werden, nicht
immer gewihrleistet ist. der bei relativ hoher Prizision (Konvergenz der Energie in
der 6. Nachkommastelle) in der Regel zwischen 5 und 7 Einzelpunkt-Berechnungen
erfordert. Die TURBOMOLE-Optimierungen verwenden selbst im Steepest-Descent-
Modus keinen Line Search, was aus einem Zeitvergleich zweier Rechnungen (einmal
ohne Line Search, einmal Steepest Descent) hervor geht.

Start-Geometrie 1 liegt bereits in der Nihe des Minimums einer DFT/DSCEF-
Potenzialmulde. Wihrend der Optimierung miissen die CO-Bindung R¢o um 3.4pm
verkiirzt, die CH-Bindungen Rcy um 0.7pm gestreckt und der Spreizwinkel £ycop
um etwa 4° verringert werden. Damit kann angenommen werden, dass wir uns im lo-
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kalen Bereich der Gleichgewichts-Geometrie befinden, wo Quasi-Newton-Verfahren
besonders effektiv arbeiten (siehe Abschnitt 4.3.4, S. 56). Tatséchlich gelangen die
Turbomole-Algorithmen mit Hesse-Aktualisierung nach 6 bzw. 7 Schritten ins Mini-
mum. Das TURBOMOLE-Steepest-Descent-Verfahren benotigt dagegen etwa doppelt
so viele Iterationen. Auch der numerische Optimierer fiihrt verldsslich und schnell
zum Minimum: Steepest-Descent und Conjugate-Gradient ermitteln nach 11 bzw. 10
Schritten Geometrien hoherer Qualitédt, wie aus den Abweichungen der Bindungs-
langen und den atomaren Gradienten-Normen zu sehen ist. Die schnelle Konvergenz
des Steepest-Descent-Algorithmus ist darauf zuriick zu fiihren, dass die Kopplun-
gen der Variablen relativ gering sind (siehe Abschnitt 4.3.2, S. 53): Im Wesentlichen
wechseln die Optimierungs-Schritte zwischen einer Verkiirzung der CO-Bindung und
einer Nachrelaxation der CH-Bindungen und des HCH-Winkels, so dass eine neu-
erliche Verkiirzung der CO-Bindung moglich wird, und so fort. Der Vergleich der
Steepest-Descent-Optimierungen miteinander zeigt, dass der im Allgemeinen unge-
nauere numerische Gradient kombiniert mit einem Pfadfinder-Algorithmus ein bes-
seres Konvergenzverhalten aufweist.

Start-Geometrie 2 wurde so angesetzt, dass im Wesentlichen die Bindungs-
langen optimiert werden miissen. Da Streckschwingungen in der Regel hoher fre-
quent schwingen als Winkel-Deformations-Moden, haben sie héhere Kraftkonstan-
ten, gleichbedeutend mit hohen Eigenwerten der Hesse-Matrix und einer starken
Kriimmung der Potenzialfliche. Eine Streckung oder Stauchung von Bindungen
lasst demnach grofse Gradienten erwarten, wodurch sich Fehler bei numerischen
Verfahren verringern. Des Weiteren wurden die Deformationen in Bindungsrich-
tung jeweils so drastisch gewéhlt, dass sich der Startpunkt nicht mehr im lokalen
Bereich des Potenzial-Minimums befinden diirfte. Insgesamt begiinstigen die Start-
Bedingungen also den numerischen Optimierer und schwichen die Quasi-Newton-
Algorithmen. Tatsédchlich kénnen die numerischen Varianten zu den Aktualisierungs-
Methoden aufschliefsen; das Conjugate-Gradient-Verfahren benotigt lediglich einen
Schritt mehr als die ,quadratischen® TURBOMOLE-Routinen, um eine Geometrie
sehr guter Qualitit zu finden. Es fillt auf, dass die vom quadratischen Modellpoten-
zial weitgehend unabhéngigen Steepest-Descent-Methoden ganz besonders von der
drastischen Deformation bei verhaltnisméafig geringer Variablen-Kopplung profitie-
ren.

Start-Geometrie 3 wurde komplementir zu Geometrie 2 konzipiert. Der Opti-
mierer hatte die Aufgabe, eine pyramidale Verzerrung aufzuheben und das Molekiil
in seinen planaren Gleichgewichtszustand zuriick zu fiihren. Winkel-Deformationen
sind iiblicherweise ,weichere® Moden mit niedrigeren Kraftkonstanten als Valenz-
Moden. Die entsprechenden Kriimmungen auf der Potenzialfliche sind relativ flach
und das Risiko einer numerischen Fehlkalkulation hoch. Dariiber hinaus sind die
Voraussetzungen fiir Steepest-Descent-Algorithmen ungiinstiger, da jede Anderung
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der Struktur einen Einfluss auf die nun ndher liegenden Nachbar-Atome hat, so
dass mehr Variablen koppeln. Das zeigt sich iiberdeutlich in den 53 Iterations-
Schritten des TURBOMOLE-SD-Testlaufes. Die Quasi-Newton-Methoden der TUR-
BOMOLE-Suite zeigen sich davon vergleichsweise unbeeintrichtigt und minimieren
die Struktur in 15 bzw. 16 Schritten. Fiir die gleichermafen langsame Konvergenz
beider numerischer Verfahren scheint tatséichlich die schlechte Qualitit der Gradi-
enten verantwortlich zu sein. Dabei wird ein dhnlich extremer Einbruch der Effi-
zienz beim Steepest-Descent-Verfahren durch die Zuverlassigkeit des Line Searches
abgefangen, wihrend eine effektive Akkumulation lokaler Daten beim Conjugate-
Gradient-Algorithmus offenbar durch unprézise Gradienten eingeschrénkt wird.

Es sei abschliefend darauf hingewiesen, dass die hier kommentierten Ergebnisse
aus Zeitgriinden nur durch einzelne Testldufe ermittelt wurden und nicht etwa — wie
es fiir eine vollstindige statistische Abhandlung notwendig gewesen wire — durch
systematisch angesetzte Testreihen. Dennoch sind die Tendenzen eindeutig.

Da es nicht Sinn und Zweck eines auf numerischen Gradienten-Verfahrens sein
kann, mit analytisch basierten Methoden zu konkurrieren, wurde auf eine Laufzeit-
Analyse verzichtet. Es soll jedoch nicht verschwiegen werden, dass ein Iterations-
Zyklus des numerischen Optimierers im Durchschnitt etwa 20 Mal so lange dauerte
wie ein analytischer Zyklus.

6.2 Optimierungen angeregter Zustinde

Das hier vorgestellte numerische Optimierungs-Modul ist grundsitzlich dazu geeig-
net, jedes beliebige quantenchemische Verfahren zu verwenden. Besonders reiz- und
sinnvoll scheint der Anschluss an ein Mehr-Determinanten-Verfahren zu sein, das
zwar Ergebnisse hoher Qualitét liefert, aber keine Moglichkeit zur Berechnung ana-
lytischer Gradienten vorsieht. Ein solches Verfahren ist die in Abschnitt 2.3.12 (S. 36)
erlauterte DFT/MRCI-Methode von Grimme und Waletzke [1999a. Im Folgen-
den wird die Optimierung angeregter Zustinde des Formaldehyds auf DFT/MRCI-
Hyperflichen beschrieben. Die fiir Geometrie-Optimierungen ausgewihlten elektro-
nischen Zusténde sind in Tabelle 6.5 aufgelistet.

Notation in

Zustand  Cly, Cs Charakter
So XA, XA

S1 1A2 IAI/ n — ¥
S4 14, 1y T — 7t
T1 3A2 3A” n — 1*
T, 34, 34/ T — 7t

Tabelle 6.5: Formaldehyd: Symmetrie, Notation und Charakter von Grundzustand und
untersuchten elektronisch angeregten Zustinden
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Wihrend der Optimierungen kam ein TZVP-Basissatz aus der TURBOMOLE-Biblio-
thek zum Einsatz. Da die Einfliisse von Rydberg-Zustinden auf niedrig liegende
angeregte Zustinde gering sind (Peyerimhoff u.a. [1971]), wurden entsprechende
Funktionen nicht in die Basis miteinbezogen. Als einziger der untersuchten Zustan-
de liegt der '(m — 7*)-Zustand (S,) energetisch so hoch, dass er starke Rydberg-
Valenz-Mischungen mit dem '(n — p,)-Zustand aufweist (Hachey u.a. [1995]). Das
Verfahren beschriankt sich deshalb auf die Optimierung der Geometrie in der Poten-
zialmulde mit Valenzcharakter. Fiir die Ermittlung von Anregungs-Energien wur-
de der Basissatz um Polarisationsfunktionen erweitert (TZVPP), und die Energie
der zu Grunde liegenden TURBOMOLE-DFT/SCF-Module wurde mit 10~*mHa als
konvergiert angesehen. Als Austausch-Korrelations-Funktional wurde wie oben die
BH-LYP (Becke [1993c|; Lee u. a. [1988|) Parameterisierung eingesetzt.

Der Referenzraum der DFT/MRCI-Berechnungen wurde iterativ bestimmt. Im
ersten Schritt wurden die 8 Valenzelektronen des Formaldehyds beliebig auf 10
Valenzorbitale verteilt und hiervon Einfach- und Doppelanregungen erzeugt. Die
fiir die Beschreibung der 12 untersten Wurzeln wichtigsten Konfigurationen wur-
den dann im zweiten Schritt als Referenz-Konfigurationen benutzt. Der gesamte
DFT/MRCI-Raum wurde schlieslich durch Einfach- und Doppel-Anregungen aus
diesen Referenz-Konfigurationen generiert und bestand im Singulett-Fall aus 501
Konfigurationen, entsprechend 931 CSFs, im Triplett-Fall waren es 395 Konfigura-
tionen und 711 CSFs.

Da die planare Konformation oftmals einen Sattelpunkt auf Hyperflichen pyra-
midaler Molekiile darstellt, wurde fiir jeden elektronischen Zustand je eine planare
und eine pyramidale Start-Geometrie angesetzt. (Tatsdchlich sollte sich herausstel-
len, dass planare Start-Geometrien immer auch planar relaxierten, auch wenn die
betreffende Spezies im Potenzial-Minimum pyramidal gebaut ist.) Die Ergebnisse
der Optimierungen sind in den Tabellen 6.6 bis 6.9 zusammengefasst und werden
dort mit den Literaturwerten und Ergebnissen anderer Berechnungen verglichen.

Welche Anderungen in der Geometrie kann man auf Grund dieser Anregungen
erwarten?

Bindungslingen: Alle vier Anregungen besetzen das antibindende 7*-Orbital
der Carbonyl-Funktion und verursachen somit eine Verldngerung der CO-Bindung
(Buenker und Peyerimhoff [1970]). Das Ausmaf der Verldngerung sollte bei Anre-
gungen aus dem bindenden 7-Orbital deutlicher ausfallen als bei Anregungen aus
dem am Sauerstoff-Atom lokalisierten nicht bindenden n-Orbital. Beide Annahmen
werden durch experimentelle Daten bestétigt (Clouthier und Ramsay [1983]) und
sollten von quantenchemischen Verfahren korrekt reproduziert werden.

Bindungswinkel: Bei den vier betrachteten Anregungen erhéht sich die Ladungs-
dichte am Kohlenstoff-Atom, weil das nunmehr besetzte 7*-Orbital dort den grofse-
ren Koeffizienten hat. Da die erhéhte Ladungsdichte im p-Atomorbital eines sp-
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Tabelle 6.6: Formaldehyd: Geometrische Daten des Grundzustandes X'A4; (Sp)

Koordinate Wert Methode, ggf. Basis Referenz
Rco 1.186 RCIS/6-314+G* Foresmann u. a. [1992]
1.243 CI(PCMO) Buenker und Peyerimhoff [1970]
1.206 MRD-CI® Hachey u. a. [1995]
1.206 CCSD(T)/CBS(aDTQ/e™®) Dixon und Feller [1998]
1.208 Exp. Takagi und Oka [1963]
1.21  Exp.® Raynes [1966]
1.203  Exp.* Jones und Coon [1969]
1.199 DFT/MRCI diese Arbeit
Rcu 1.091 RCIS/6-314+G* Foresmann u. a. [1992]
1.103 CCSD(T)/CBS(aDTQ/e™®) Dixon und Feller [1998]
1.116 Exp. Takagi und Oka [1963|
1.12  Exp.* Raynes [1966]
1.094 DFT/MRCI diese Arbeit
£HcH 116.3 RCIS/6-31+G* Foresmann u.a. [1992]
116.4 CCSD(T)/CBS(aDTQ/e™) Dixon und Feller [1998|
116.5 Exp. Takagi und Oka [1963|
115. Exp.® Raynes [1966]
116.8 DFT/MRCI diese Arbeit
£ocH 121.9  RHF/6-3111G* Hadad u. a. [1993]
121.7 Exp. Takagi und Oka [1963]
121.6 DFT/MRCI diese Arbeit
Loop 0.0 RCIS/6-31+G* Foresmann u.a. [1992]
0.0 Exp. Takagi und Oka [1963|
0.0 Exp.® Raynes [1966]
0.0 DFT/MRCI diese Arbeit

¢ Rotationsspektroskopie
® MRD-CI mit 5mHa Schwelle, Basissatz: TZVP-+Ryd, optimiert wurde lediglich der
CO-Bindungsabstand
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Tabelle 6.7: Formaldehyd: Geometrische Daten des S;-Zustandes 'A” (n — 7*)

Koordinate =~ Wert Methode, ggf. Basis Referenz
Rco 1.255 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
1.397 CI(PCMO) Buenker und Peyerimhoff [1970]
1.335 MRD-CI® Hachey u.a. [1995]
1.384 CASSCF(6e-5MO)+SOCI  Bataev u.a. [2000]
1.324 EOM-CCSD Stanton u.a. [1995]
1.340 P-EOM-MBPT(2) Gwaltney und Bartlett [1999]
1.323 Exp.b Jensen und Bunker [1982]
1.29  Exp. Raynes [1966]
1.328 DFT/MRCI diese Arbeit
Rcu 1.085 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
1.096 EOM-CCSD Stanton u.a. [1995]
1.093 P-EOM-MBPT(2) Gwaltney und Bartlett [1999]
1.103  Exp.b Jensen und Bunker [1982]
1.10  Exp. Raynes [1966]
1.088 DFT/MRCI diese Arbeit
AHCH 118.3 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
118.6 Exp. Shah und Moule [1978|
118.1  Exp. Jensen und Bunker [1982]
120. Exp.b Raynes [1966]
116.2 DFT/MRCI diese Arbeit
LocH 1177 CIS/6-311+G* Hadad u. a. [1993]
115.8 EOM-CCSD Stanton u.a. [1995]
117.0 P-EOM-MBPT(2) Gwaltney und Bartlett [1999]
113.4 DFT/MRCI diese Arbeit
Loop 24.9 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
31.9 CI(PCMO) Buenker und Peyerimhoff [1970]
38.3 CASSCF(6e-5MO)+SOCI  Bataev u.a. [2000]
31.2 EOM-CCSD Stanton u.a. [1995]
24.6  P-EOM-MBPT(2) Gwaltney und Bartlett [1999]
31.0 Exp. Herzberg [1966]
26.9  Exp. Jones und Coon [1969)]
20.5 Exp.¢ Job u.a. [1969]
34.0  Exp. Jensen und Bunker [1982]
195  Exp.t Raynes [1966]
41.1 DFT/MRCI diese Arbeit

¢ MRD-CI mit 5mHa Schwelle, Basissatz: TZVP+Ryd, optimiert wurde lediglich der
CO-Bindungsabstand

b Rotationsspektroskopie

¢ Rotations- und Schwingungs-Spektroskopie
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Tabelle 6.8: Formaldehyd: Geometrische Daten des Sy-Zustandes 2'A; (7 — 7*)

Koordinate Wert Methode, ggf. Basis Referenz
Rco 1.460 RCIS/6-31+G* Foresmann u.a. [1992]
1.542 MRD-CI* Hachey u.a. [1995]
1.459 DFT/MRCI diese Arbeit
Rcu 1.073 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
1.075 DFT/MRCI diese Arbeit
AucH 124.4 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
137.4 DFT/MRCI diese Arbeit
Locn 1178  CIS/6-311+G* Hadad . a. [1993]
113.4 DFT/MRCI diese Arbeit
Loop 0.0 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
0.0 CI(PCMO) Buenker und Peyerimhoff [1970]
0.0 DFT/MRCI diese Arbeit

¢ MRD-CI mit 5mHa Schwelle, Basissatz: TZVP+Ryd, optimiert wurde lediglich der
CO-Bindungsabstand

hybridisierten Kohlenstoff-Atoms nach den Regeln des von Gillespie und Nyholm
[1957] entwickelten VSEPR-Modells' elektrostatisch ungiinstiger ist als in einem
sp3-Hybrid-Orbital, verschiebt sich die Bindungssituation des C-Atoms in Richtung
einer sp®-Hybridisierung, und das Molekiil wird pyramidal. Das Ausmaf der Pyra-
midalisierung ist anndhernd proportional dem verursachenden Ladungstransfer.

Im Falle der n — n*-Anregungen wurde die Vorhersage durch Experimente
(Clouthier und Ramsay [1983]) gestiitzt: der S;- und der T;-Zustand sind pyra-
midal gebaut, was eine Symmetrie-Erniedrigung zur Untergruppe Cs zur Folge hat.
Die korrekte Nomenklatur identifizert den S;-Zustand nunmehr als 'A” und den
Ti-Zustand als 2A”. Experimentelle Strukturdaten des Sy-Zustandes sind nicht be-
kannt, womoglich weil es energetisch in der Nihe des Ionisierungs-Potenzials von
10.87¢V liegt und daher spektroskopisch schwer zugénglich ist (Mentall u. a. [1971]).
Theoretische Verfahren berechnen es iibereinstimmend planar (s. Tabellen).

L Valence shell electron pair repulsion
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Tabelle 6.9: Formaldehyd: Geometrische Daten des Tj-Zustandes 2A” (n — 7*, oben)
und des Ty-Zustandes A’ (7 — 7*, unten)

Koordinate Wert Methode, ggf. Basis Referenz
T:-Zustand
Rco 1.256 RCIS/6-314+G* Foresmann u. a. [1992]
1.376  CI(PCMO) Buenker und Peyerimhoff [1970]
1.363 CASSCF(6e-5MO)+SOCI  Bataev u.a. [2000]
1.28  Exp.® Raynes [1966]
1.307 Exp.“ Jones und Coon [1969]
1.269 DFT/MRCI diese Arbeit
Rcu 1.093 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
1.10  Exp.® Raynes [1966]
1.091 DFT/MRCI diese Arbeit
AHcH 112.4 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
116. Exp.* Raynes [1966]
114.5 DFT/MRCI diese Arbeit
Locw 113.8  CIS/6-311+G* Hadad u. a. [1993]
114.1 DFT/MRCI diese Arbeit
Loop 43.1 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
32.2 CI(PCMO) Buenker und Peyerimhoff [1970]
40.0 CASSCF (6e-56MO)+SOCI  Bataev u.a. [2000]
35.6 Exp.® Jones und Coon [1969]
35.0 Exp. Herzberg [1966]
38.5 Exp.¢ Raynes [1966]
41.1 Exp. Clouthier und Ramsay [1983]
41.0 DFT/MRCI diese Arbeit
T5-Zustand
Rco 1.408 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
1.405 CIS/6-311+G* Hadad u.a. [1993]
1.423 Exp. Taylor u.a. [1982]
1.441 DFT/MRCI diese Arbeit
Rcn 1.072 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
1.073  CIS/6-311+G* Hadad u.a. [1993]
1.073 DFT/MRCI diese Arbeit
AHCcH 119.2 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
118.7 CIS/6-311+G* Hadad u.a. [1993]
122.6 DFT/MRCI diese Arbeit
Locw 112.9  CIS/6-311+G* Hadad u. a. [1993]
116.1 DFT/MRCI diese Arbeit
Loop 39.4 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
40.2 CIS/6-311+G* Hadad u.a. [1993]
24.1 DFT/MRCI diese Arbeit

@ Elektronen-Energie-Verlust-Spektroskopie (EELS)
b Rotationsspektroskopie
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Zur Diskussion:

Sp: Die planare Grundzustands-Geometrie wird gut reproduziert, die Abweichun-
gen der CO-Bindungslinge von experimentell ermittelten Literaturwerten liegen bei
0.4pm (Jones und Coon [1969]) bzw. 0.9pm (Takagi und Oka [1963]). Die CH-
Bindung liegt 1.2pm unter dem von Takagi und Oka [1963| spektroskopisch ermittel-
ten Wert. Die Bindungswinkel zeigen die erwartete Abweichung von der Trigonalitét.
Die Differenzen liegen damit in den {iblichen und tolerablen Bereichen. Inkonsisten-
zen zwischen Experiment und Theorie treten nicht zu Tage.

Si: Sowohl die antizipierte Verldngerung der CO-Bindung als auch die Pyramida-
lisierung konnen gefunden werden, doch wiahrend die Bindungsldngen eine sehr gute
Ubereinstimmung mit experimentellen Daten zeigen, liegt der AuRerplanar-Winkel
Loop der CO-Achse aus der HCH-Ebene mit 41.1° deutlich oberhalb des Intervalls
der Literaturwerte von 19.5° bis 34.0°. Ebenso ist die berechnete Inversionsbarriere
mit 0.086eV doppelt so hoch wie von Jones und Coon [1969] gemessene von 0.043eV.
Da auch die Spreizung des £Lpcy-Winkels etwas zu niedrig ermittelt wird, liegt die
Vermutung nahe, dass das verwendete Verfahren das Ausmafl des Ladungstransfers
vom Sauerstoff- auf das Kohlenstoff-Atom geringfiigig iiberschitzt und das Molekiil
daher etwas zu stark pyramidal verzerrt.?

Ss: Da die Anregungsenergie des Sy-Zustandes (7 — 7%), wie bereits angemerkt,
im Bereich der ersten Ionisierungsenergie des Formaldehyds liegt (10.87¢V, Mentall
. a. [1971]), sind keine experimentellen Daten verfiighar. Die gute Ubereinstimmung
der Bindungsléingen mit den von Foresmann u.a. [1992] sowie Hadad u.a. [1993]
mit CIS-Verfahren berechneten Werten ist eine gewisse Bestétigung. Als Einziger in
dieser Arbeit berechneter angeregter Zustand relaxiert S, wihrend der Optimierung
unter Retention der Planaritdt. Folglich bleiben auch die Symmetrie-Eigenschaften
erhalten und der S,-Zustand ist ein 'A;-Zustand.

T,: Die Ubereinstimmung mit dem Experiment ist zufrieden stellend: Die CO-
Bindungslinge wird um 3.8pm (Jones und Coon [1969]) bzw. 1.1pm (Raynes [1966])
niedriger ermittelt, Ahnliches gilt fiir die CH-Bindung. Der Auferplanar-Winkel
(41.0°) liegt am oberen Ende des Intervalls der Literaturwerte (35° bis 41.1°). Die
Inversionsbarriere von 0.096eV ist identisch mit der bei Jones und Coon [1969] an-
gegebenen.

2Eine TURBOMOLE-DFT/SCF-Optimierung mit dem B3-LYP-Austausch-Korrelations-Funktio-
nal fithrte beim Sp-Grundzustand zu etwas langeren Bindungen, die nach den Regeln des VSEPR-
Modells auch eine geringere Pyramidalisierung zur Folge hétten. Da das DFT/MRCI-Programm
parametrisch an das BH-LYP-Funktional angepasst wurde, lisst sich der Einfluss des B3-LYP-
Funktionals auf die Strukturen angeregter Zustinde bedauerlicherweise nicht nachpriifen.
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Ty: Auch hier kann die prognostizierte Bindungsverlingerung im Vergleich zum
Grundzustand gefunden werden. Der Wert von 1.441A liegt zwischen dem experi-
mentellen und denen anderer theoretischer Arbeiten. Dariiber hinaus zeigt das Mo-
lekiil eine leichte Tendenz zur pyramidalen Konformation: der Auferplanar-Winkel
wurde mit 24.1° und einer entsprechend niedrigen Inversionsbarriere von 0.014eV

berechnet. Experimentelle oder theoretische Vergleichsdaten zur Inversionsbarriere
fehlen.

6.3 Anregungs-Energien

Die Reproduktion von Anregungs-Energien kann als ein weiterer Mafstab fiir die
Qualitéit eines quantenchemischen Optimierungs-Verfahrens fungieren. Abbildung
6.1 illustriert verschiedene Arten der Anregung am Beispiel der Potenzialflichen ei-
nes So-Grundzustandes und eines angeregten Singulett-Zustandes S;. Unter einer
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Abbildung 6.1: Verschiedene Anregungs-Arten

vertikalen Anregungsenergie T, versteht man die Potenzial-Differenz der Kurven
bei fixierter Geometrie. Sie wird meist fiir die Gleichgewichtsgeometrie des Grundzu-
standes bestimmt. Bei relaxierter Geometrie erhilt man die adiabatische Anregungs-
energie T, definiert als die Potenzial-Differenz zweier Minima. Die Anregungsenergi-
en To_g, To_1, To_o, etc. entsprechen Anregungsenergien aus dem 0. Schwingungsni-
veau des elektronischen Grundzustandes in das n-te (0,1,2, etc.) Schwingungsniveau
eines elektronisch angeregten Zustandes. Dabei wird die Anregungsenergie T_ hiu-
fig ndherungsweise mit der adiabatischen Anregungsenergie gleichgesetzt.
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Vertikale elektronische Spektren, wie man sie z.B. durch Mehrdeterminanten-
Verfahren erhalten kann, sind primér ein Maf fiir die Qualitdt einer quantenche-
mischen Methode. Da die Geometrie dabei unverdndert bleibt, machen sie keinerlei
Aussagen iiber Optimierungs-Verfahren. Um so aussagekréftiger ist eine Analyse der

adiabatischen Anregungsenergien, die in Tabelle 6.10 zusammengestellt sind.

Tabelle 6.10: Formaldehyd: Adiabatische Anregungsenergien der elektronisch angeregten

Zustinde 'A” 14, 34" und 34’

Zustand Charakter Wert [A] Methode, ggf. Basis Referenz

Si: A" n— 1t 4.40  RCIS/6-314+G* Foresmann u.a. [1992]
454  CIS/6-311+G* Hadad u. a. [1993)]
4.33 CIS,MP2/6-3114+G* Hadad u.a. [1993]
3.81  CI(PCMO) Peyerimhoff u. a. [1971]
3.64  MRD-CI® Hachey u.a. [1995]
3.50  Exp. Herzberg [1966]
3.511 Exp.? Brand [1956]
3.506 Exp.° Taylor u.a. [1982]
3.423 DFT/MRCI diese Arbeit

Sy:tAy Tt 8.607 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
8.65 CIS/6-311+G* Hadad u. a. [1993]
8.60 CIS,MP2/6-311+G* Hadad u.a. [1993|
7.95  MRD-CI¢ Hachey u.a. [1995]
8.044 DFT/MRCI diese Arbeit

Ty: 34" n—7* 3.501 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
3.63  CIS/6-311+G* Hadad u. a. [1993]
341  CI(PCMO) Peyerimhoff u. a. [1971]
3.12  Exp. Herzberg [1966]
3.124 Exp.b Brand [1956]
3.128 Exp.¢ Taylor u.a. [1982]
3.13  Exp.? Raynes [1966]
3.093 DFT/MRCI diese Arbeit

Tp: 34" 71— 7 3.525 RCIS/6-31+G* Foresmann u. a. [1992]
3.64  CIS/6-311+G* Hadad u. a. [1993]
472  Exp.© Taylor u.a. [1982]
4.328 DFT/MRCI diese Arbeit

¢ MRD-CI mit 5mH Schwelle, Basissatz
CO-Bindungsabstand
b optisches Spektrum

: TZVP+Ryd, optimiert wurde lediglich der

¢ Elektronen-Energie-Verlust-Spektroskopie (EELS)

4 Rotationsspektroskopie

¢ extrapoliert aus einem Elektronen-Energie-Verlust-Spektrum in Taylor u. a. [1982]
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Die gefundenen Werte liegen meist geringfiigig unterhalb der experimentellen Lite-
raturwerte. Dabei weist der Ty-Zustand mit ca. 0.4eV die grokte Abweichung auf,
wéhrend der ,Fehler der n — 7*-Anregungen in einer Grofenordnung von weniger
als einem Zehntel eV zu Buche schligt. Zusammenfassend lédsst sich die verwendete
DFT/MRCI-Methode einmal mehr als hochwertig und der numerische Optimierer
als verlasslich einstufen.
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Kapitel 7

Uracil

Die Pyrimidinbase Uracil steht vielfach im Interesse spektroskopischer Untersuchun-
gen. Sowohl Uracil als auch das 5-Methyl-Derivat Thymin weisen sehr breite, un-
strukturierte Banden im UV-Bereich auf, unabhingig davon, ob man sie in der Gas-
phase oder in Losung untersucht (Voet u.a. [1963]; Clark u.a. [1965]; Becker und
Kogan [1980]; Callis [1983]; Fujii u. a. [1986]; Tsuchiya u. a. [1988]; Brady u. a. [1988]).
Die erste Bande, die bei ca. 4.5¢V (Vakuum) beginnt, wurde einem 7 — 7* Uber-
gang zugeordnet (Clark u.a. [1965]; Brady u. a. [1988]), was durch ab initio-Studien
gestiitzt wird (Petke u.a. [1992]; Lorentzon u.a. [1995]). Die Autoren der Arbeiten
dokumentieren, dass erst der So-Zustand ein hinreichendes Dipol-Ubergangsmoment
mit dem Sy-Grundzustand aufweist. Ein Sy «S; Ubergang sollte den Berechnungen
zu Folge lediglich ca. ein Tausendstel der Intensitdt aufweisen, doch konnten Lor-
entzon u.a. [1995| die vertikale Anregungsenergie zum S;-Zustand mit ca. 4.5eV
angeben, was gerade dem Beginn der beobachteten, breiten Bande entspricht, so
dass eine Beteiligung wahrscheinlich ist. Die auffillige Breite der Absorptionsbanden
bleibt jedoch rétselhaft. Eine Fragmentierung des Uracil-Molekiils nach Anregung
im Spektralbereich unterhalb von 5.2eV wurde nicht beobachtet. Schliefst man des-
halb die Anregung in einen ungebundenen Zustand als Ursache fiir die Verbreiterung
aus, so verbleiben folgende mogliche Ursachen:

1. Energiedissipation durch interne Konversion:

Erfihrt ein Molekiil bei elektronischer Anregung eine drastische Anderung
seiner Geometrie, so dass die Potenzialkurven von Gleichgewichts- und ange-
regtem Zustand stark gegeneinander verschoben sind, so erfolgt die Anregung
in der Regel mit grofseren Franck-Condon-Faktoren in héhere vibronische Zu-
stdnde. Da die Schwingungszustandsdichte mit zunehmender Energie immer
gréfer wird, kann es hier zu breiten Banden als Folge einer Uberlagerung vieler
vibronischer Ubergéinge #hnlicher Energien und Intensititen kommen.

2. Vibronische Kopplung mit einem gebundenen Zustand:
Unter bestimmten Voraussetzungen kann es zu einer vibronischen Kopplung
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>
>

potenzielle Energie E

>
>

R

Abbildung 7.1: Anregung in einen repulsiven Zustand S,¢, (hier: l7o*) und moglicher
Relaxationspfad durch Pridissoziation, konische Uberschneidung und geometrische Rela-
xation

mit einem energetisch nahe liegenden ,dunklen” Zustand kommen. Dazu muss
das Produkt der irreduziblen Darstellungen von elektronischer und Schwin-
gungs-Wellenfunktion der koppelnden Zusténde (hier mit 1 und 2 indiziert)
gleich sein:

I'y, ®I'y 'y, ®I'y (7.1)

elq viby ely vibg

3. Konische Durchschneidung mit einem repulsiven Zustand:

Existiert auf der Potenzialhyperfliche des angeregten Zustands im Bereich
der Anregung eine konische Durchschneidung mit einem repulsiven Zustand,
so kann auch dies die Lebensdauer hinreichend verkiirzen, um eine Verbrei-
terung der Bande zu verursachen. Die Bedingungen sind in Abbildung 7.1
vereinfacht illustriert. Sobolewski u. a. [2002] konnten zeigen, dass diese Kon-
stellation z.B. in Nukleinbasen und aromatischen Aminoséuren auftreten kann.
In ihnen existieren repulsive (7 — o*)-Zustiinde, die eine schnelle Priidisso-
ziation von NH- oder OH-Bindungen verursachen koénnen. Durch eine zweite
konische Uberschneidung kénnen sie in den Grundzustand wechseln und dort
relaxieren, so dass der Bindungsbruch nicht vollstdndig vollzogen wird..

4. Intersystem-Crossing (ISC):
Unter einem Intersystem-crossing versteht man den strahlungslosen Ubergang
zwischen elektronischen Zustédnden unterschiedlicher Multiplizitdt. Auch sie
konnen die Lebensdauer einer elektronisch angeregten Spezies verkiirzen und
so breite Banden verursachen. Voraussetzungen fiir ein ISC sind die energeti-
sche Nahe zweier elektronischer Zusténde und eine starke Spin-Bahn-Kopplung.
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Um einige dieser Erkldrungsansétze bestatigen oder ausschliefsen zu kénnen, wur-
den Geometrie-Optimierungen einiger relevanter elektronisch angeregter Zustan-
de durchgefiihrt, deren Dipolmomente bestimmt sowie vertikale und adiabatische
Anregungs-Energien berechnet.

7.1 Technische Details

Die Geometrie-Optimierungen wurden mit Hilfe der Routinen durchgefiihrt, die im
Rahmen dieser Arbeiten implementiert wurden.

Um eine zuverlissige Erfassung von dynamischer und statischer Elektronen-Kor-
relation zu gewéhrleisten, kam die von Grimme und Waletzke [1999a] entwickelte
kombinierte DF'T/MRCI-Methode zum Einsatz. Wie bereits mehrfach ausgefiihrt,
erfordert dies die Benutzung des BHLYP-Funktionals und es beschriankt die Berech-
nungen auf Singulett und Triplett-Zustédnde.

Die fiir die Ermittlung der Vertikal-Spektren verwendeten Basissidtze sind von
TZVP bzw. TZVPP-Qualitdt und wurden der TURBOMOLE Basissatz-Bibliothek
entnommen. Um Rydberg-Beitrige zu erfassen, wurde die TZVPP-Basis um dif-
fuse 3s,3p und eine d Gaukfunktion erweitert, deren Ursprung an einem Dummy-
Zentrum lag, und die die Exponenten 0.05, 0.02, 0.008 (s- und p-Rydberg) und
0.015 (d-Rydberg) trugen. Diese Basis soll im Folgenden mit TZVPP+Ryd be-
nannt werden. Die Lage des Dummy-Zentrums deckte sich mit dem Masseschwer-
punkt. Die Integration der Austausch-Korrelations-Wechselwirkung wurde auf einem
Césium-analogen Gitter vorgenommen. Da die Erweiterung um Polarisations- und
Rydberg-Funktionen, wie noch zu sehen sein wird, bei den niedrig liegenden Zustin-
den keine signifikanten Anderungen der DFT/MRCI-Ergebnisse bewirken, wurden
alle Geometrie-Optimierungen mit der TZVP-Basis in C;-Symmetrie durchgefiihrt.

Ein Satz Kohn-Sham-Orbitale, erzeugt durch SCF-Optimierung der Grundzu-
stands-Determinante, diente als Ein-Teilchen-Basis fiir die aufsetzenden MRCI-Rech-
nungen. Fiir die Ermittlung des MRCI-Referenzraumes der Geometrie-Optimierun-
gen wurden 8 Elektronen beliebig auf 8 Valenzorbitale verteilt und jeweils Einfach-
Anregungen vorgenommen. Man erhélt fiir beide Multiplizitdten je 17 wichtige Kon-
figurationen fiir 8 Wurzeln in C}-Symmetrie. Der MRCI-Raum wiederum wurde
durch Einfach- und Doppel-Anregungen dieser Konfigurationen gebildet, so dass die
Berechnungen der Singulett-Zustdnde mit beinahe 18.000 Konfigurationen und ca.
35.000 CSFs erfolgten, im Triplett-Fall waren es etwa 12.000 Konfigurationen und
iiber 30.000 CSFs.

Da die vertikalen Anregungs-Energien bei Grundzustands-Geometrie moglichst
prizise bestimmt werden sollten, wurden hier 8 Elektronen auf 18 Orbitale verteilt
und einfach angeregt, so dass der Referenzraum fiir die Beschreibung von 12 a/- und
12 a”-Wurzeln ca. 64 Konfigurationen bzw. etwa 79 CSFs enthielt. Auch hier wurde
der gesamte MRCI-Raum daraus durch Einfach- und Doppel-Anregungen erzeugt,
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7.2. DER ELEKTRONISCHE GRUNDZUSTAND KAPITEL 7. URACIL

was zu iiber 49.000 beriicksichtigten Konfigurationen und iiber 114.000 CSFs fiihrte,
jeweils fiir Singulett- und Triplett-Zustéinde.

Die Bestimmung adiabatischer Anregungs-Energien schlieflich wurde in einer
TZVP-Basis ohne Rydberg-Funktionen durchgefiihrt. Der Referenzraum entstand
durch eine auf Einfach-Anregungen beschrinkte CAS(8,8)-analoge Prozedur und
erzeugte zwischen 60 und 80 Konfigurationen. Aus diesen entstand nach analogem
Einfach- und Doppel-Anregungsmuster der MRCI-Raum als Grundlage fiir weitere
Berechnungen.

7.2 Der elektronische Grundzustand

Die mit dem hier entwickelten Programm optimierte Geometrie® ist in Abbildung
7.2 dargestellt. Die Bindungsléingen des Sechsringes stimmen sehr gut mit denen

Abbildung 7.2: Uracil: Grundzustands-Geometrie, numerisch optimiert auf einer
DFT/MRCI-Hyperfliche und von Steward und Jensen [1967] rontgen-spektroskopisch be-
stimmt

08 08
120 124
H C H H C H
N N N N
3 5 3 5
137 ‘ 134 138! H:134
129 L2 121 C2
07/ 138\N1/136 \H 07% 13}N144 N
| |
DFT/MRCI exp. (Rontgenstruktur)?

einer Rontgen-Struktur-Untersuchung von Steward und Jensen [1967] iiberein. Die
Carbonyl-Bindungen dagegen werden mit je 120pm kiirzer ermittelt als im Experi-
ment (Cy—O7: 121.5pm und C4—Og: 124.5pm). Woméglich kann man diesen Effekt
zumindest teilweise der im Uracil-Kristall auftretenden N-H- - - O-Koordination zu-
schreiben, zumal aktuellen theoretischen Berechnungen zu Folge die Koordination

mit Wasser-Molekiilen eine Bindungs-Streckung von 2-3pm bewirkt (Marian u. a.
[2002]).

LAuf die Angabe von CH-Bindungsléingen wird hier und im Folgenden verzichtet.
2Im Kristall liegt Uracil als Wasserstoffbriicken-gebundenes Dimer vor (beteiligt sind die Grup-
pen/Atome NsH und Os).
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KAPITEL 7. URACIL 7.2. DER ELEKTRONISCHE GRUNDZUSTAND

Um sich ein qualitatives Bild der noch zu untersuchenden elektronisch angeregten
Zustdnde zu machen, sind die Valenz-Orbitale des Uracils in den Abbildungen 7.3
und 7.4 dargestellt. Die Orbitale sind mit ihrem vorwiegenden Bindungscharakter

ny: HOMO-—1

m1: HOMO—-2 ny: HOMO-3

Abbildung 7.3: Hochste besetzte n- und m-Valenzorbitale des Uracils im Grundzustand
So. Der schwarze Punkt innerhalb des Sechsringes lokalisiert das Rydberg-Zentrum.

bezeichnet und in ihrer energetischen Reihenfolge indiziert.

HOMOs: Das hochste besetzte Molekiilorbital (HOMO) my ist Cs;—Cg-bindend
und an anderen Zentren nicht-bindend. Das zweithéchste besetzte Orbital, HOMO-1,
ist ein in der Ring-Ebene liegendes, nicht-bindendes n-Orbital mit den gréfsten Ko-
effizienten in einem p-Atomorbital des Og—Atoms und in der C;~Cs—o-Bindung. Ein
einzelnes Elektronenpaar am Sauerstoff-Atom O dominiert das n-Orbital HOMO-3.
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7.3. VERTIKALE ANREGUNGSENERGIEN KAPITEL 7. URACIL

5 LUMO m;: LUMO+1

Abbildung 7.4: Tiefste unbesetzte n- und 7-Valenzorbitale des Uracils im Grundzustand
So- Der schwarze Punkt innerhalb des Sechsringes lokalisiert das Rydberg-Zentrum.

Das dritthéchste besetzte Orbital m; (HOMO-2) schliefslich hat seine groften Bei-
triage in p,—Orbitalen am N3—Atom und beiden Sauerstoff-Atomen.

LUMOs: Beide tiefstliegenden unbesetzten Valenz-Orbitale haben m-Charakter;
sie sind leicht Carbonyl-C,~Og-antibindend. Das 75-Orbital (LUMO) weist dariiber
hinaus vor allem C,;~Cs-bindende und Cs-Cg-antibindende Anteile auf, wahrend das
néchsthohere Orbital (7, LUMO-+1) zusitzlich durch eine antibindende Carbonyl-
Cy~0O7-Wechselwirkung gekennzeichnet ist.

In der energetischen Liicke zwischen diesen beiden LUMOs finden sich mehrere
Rydberg-Orbitale, die hier nicht einzeln aufgefiihrt werden sollen. Es fillt auf, dass
die Orbitale 7; (HOMO-2) und 7 (LUMO+1) anndhernd Cs,-symmetrisch sind
beziiglich einer zur Ringebene vertikalen Spiegelebene durch die Atome N3 und Cg.

7.3 Vertikale Anregungsenergien

Fiir eine eingehendere Betrachtung der spektroskopischen Gegebenheiten des Ura-
cils macht es Sinn, die energetische Lage und dominante Anregungs-Charaktere der
elektronisch angeregten Zustdnde zuzuordnen. Dazu wurden vertikale Spektren so-
wohl fiir Singulett- als auch Triplett-Zustinde berechnet und mit Literaturwerten
verglichen. Die Daten sind in den Tabellen 7.1 (Singulett) und 7.2 (Triplett) zusam-
mengestellt.

Es zeigt sich, dass fiir eine korrekte Beschreibung elektronisch angeregter Zu-
stdnde des Uracils oberhalb von ca. 5.7eV eine Beriicksichtigung von Rydberg-
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Tabelle 7.1: Uracil: Vertikale Anregungsenergien AE [eV] und Oszillator-Stirken f(r) der Singulett-Zusténde

Zustand HF/MRCI; RPA“ CASPT2? DFT/MRCI, diese Arbeit Absorptionsmaxima
DZVP+Ryd TZVP+Ryd TZVP TZVPP+Ryd
AEyvrer  AFErpa AE f(r) AE AE f(r)  Charakter(e)
S0 1TA 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
S1 1tA” 5.48 6.04 454  0.00 4.61 461  0.00 ng— m 4.68°
52  2tA 6.28 6.29 5.00  0.19 5.48 544  0.26 Ty — m} 5.087, 4.81¢, 4.77%°, 4.73"
S3 2tA” 583 001 m — R
S4 3147 7.15 7.32 6.00  0.00 (6.05) 595  0.00 ny — 7,
ny — {m3, 7}
S5 3tA 5.81 0.08 (6.14) 6.15  0.05 m — 7 (6.05)%, 6.059, 6.11¢, 6.14F
S6  4tA 6.46  0.29 (6.79) 6.53  0.16 7w — {7}, R}, 6.63% 6.81¢
no — R
ST 4tA” 6.37  0.00 (6.65) 6.57  0.00 ny; — 75,
ng — T,
S8 A (7.56) 6.65  0.08 ny— R,
my — {R,m}}
S9  5tA” 6.71 0.0l m — R
S10  6'A” 6.76  0.01 7w — R
S11 7tA” 6.95  0.00 (7.05) 6.85  0.00 ny— {m}, R}
S12  6tA’ 7.07 0.01 m — R
513 8tA” 709 000 m —R
S14  TA 717 005 ne— R
S15  8'A/ 729 002 n; — R,
ny — R
S16 9*A/ 7.01  0.76 (7.66) 739 051 7w — {7x},R} 6.979
ny — R

@ Petke u.a. [1992]
Lorentzon u. a. [1995]
schwacher senkrechter Ubergang in orthorhombischen Kristallen von 1-Methyluracil,

o

> QR = 0o oa

Eaton und Lewis [1970]

Gasphasen-Spektrum, Clark u.a. [1965]; (Schulter)

in Trimethylphosphat, Clark u.a. [1965]

in Wasser, Voet u. a. [1963]

in Wasser, Callis [1983]

in 2-Methyltetrahydrofuran und Ethanol/Methanol, Becker und Kogan [1980)]
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Tabelle 7.2: Uracil: Vertikale Anregungsenergien AFE [eV]| und Oszillator-Starken f(r)
der Triplett-Zustiande

Zustand HF/MRCI* DFT/MRCI, diese Arbeit
DZVP{Ryd  TZVD TZVPP Ryd
AFE AE AE  f(r) Charakter(e)

1 1A 1.00 3.68 3.68 P——
T2 1A 5.30 4.40 439 0.00 ng— w3
T3 214 6.15 5.10 5.08 0.01 7 — 73, Mo — 7}
T4 2t A" 6.94 5.73 0.00 me — R
T5  3tA 7.28 (5.85) 574  0.01 oy — m}, m — {7}, 7}
T6  3'A” (5.87) 576 0.00 ng — 7w, ny — {75, 7}
T7  4MA (6.39) 6.25 0.02 m — {7},R, 75}, my — 7}
T8 414" (6.59)  6.50 0.00 ny — {x3,75}
T9 5LA 6.55 0.00 ny— R
T10 5*A” 6.63 0.00 m — R
T11 6'A” 6.67 0.00 m — R
T12 T'A" (6.91) 673 0.00 ny — {n}, R w5}, ny —
T13 64’ 6.98 0.00 m — R
T14 8'A” 701 000 m —R
T15 TrA 709 0.00 ne— R
T16 8'A’ 719 000 n; —R,ny— R
T17 9'A/ (741)  7.38 009 mo — 7

@ Petke u.a. [1992]

Funktionen notwendig ist. Die untersten beiden angeregten Singulett-Zusténde (S,
und Sy) sowie die niedrigsten drei Triplett-Zusténde (Ty, Ty und T;) werden dagegen
mit dominanten Valenz-Anregungen hinreichend gut charakterisiert:

Sli
SQI

1AM *
1'A" ng — 7}

214
134

Ty — T
Mg — T3

3An *
1°A" ng —

234’

HOMO-1 — LUMO
HOMO — LUMO
HOMO — LUMO
HOMO-1 — LUMO
HOMO-2 — LUMO,
HOMO — LUMO+1

S3 (5.83eV) und Ty (5.73eV) bezeichnen bereits Anregungen aus dem mo- in Rydberg-
Orbitale, die in den Tabellen 7.1 und 7.2 allgemein mit R notiert werden. Hoéhere
Anregungen sind meist betrichtlich gemischt.

Wie fiir eine Carbonyl-Verbindung zu erwarten, haben n — 7*-Anregungen (z.B.
S; und Ty) vernachldssighar kleine Oszillator-Stérken, sie werden daher in Spek-
tren fiir gewohnlich nicht beobachtet. Eine Ausnahme ist ein Wert, der von Eaton
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Tabelle 7.3: Uracil: Dipol-Momente p [D] verschiedener Zusténde in der SO- und ihren
Gleichgewichts-Geometrien (DFT/MRCI, TZVP Basis)

Zustand S0 Geometrie Gleichgewichts-Geometrie
S0, 1A/ 4.58 4.58
S1, 11A” 2.54 2.98
S2, 214’ 5.85 5.11
T1, 134’ 3.89 3.75
T2, 134" 2.67 3.02

und Lewis [1970] gefunden wurde; der von ihnen gefundene Ubergang im 1-Methyl-
Uracil ist charakterisiert durch ein senkrechtes Ubergangsdipolmoment — er wird
hier zum Vergleich mit heran gezogen, weil der Einfluss der Methylgruppe auf die
Anregungs-Energie nur marginal sein diirfte. Dagegen ergeben sich in Ubereinstim-
mung mit fritheren theoretischen Berechnungen (Petke u.a. [1992]; Lorentzon u. a.
[1995]; Broo und Holmén [1997]) und experimentellen Befunden (s.u.) signifikante
Absorptions-Wahrscheinlichkeiten fiir 7 — 7*-Anregungen.

Alle hier berechneten intensiven Uberginge lassen sich spektroskopisch beob-
achtbaren Banden zuordnen (siehe Voet u.a. [1963]; Clark u.a. [1965]; Becker und
Kogan [1980]; Callis [1983]). Dabei ist zu beachten, dass es durch Losungsmittel-
Effekte zu betridchtlichen Verschiebungen der Banden-Maxima kommen kann: Im
Gasphasen-Spektrum finden Eaton und Lewis [1970] den ersten 7 — 7*-Ubergang
bei ca. 244nm (5.08eV), Spektren in polaren Losungsmitteln (Trimethylphosphat,
Wasser, 2-Methyl-THF und einem Ethanol/Methanol-Gemisch) lokalisieren ihn ca.
0.3V tiefer. Da der Sp-Zustand nach unseren Berechnungen (auf TZVPP-+Ryd-
Basis, siehe Tabelle 7.3) ein Dipolmoment von 5.85D aufweist, wird er in polaren
Medien elektrostatisch stéirker stabilisiert als der Grundzustand mit einem Dipol-
moment von 4.58D.

Die von Clark u.a. [1965] im Gasphasen-Spektrum beobachtete Schulter bei
205nm (6.05eV) lédsst sich dem Sy — S5—Ubergang zuordnen. Der Sz-Zustand hat
ein kleineres Dipolmoment (2.43D) als der Grundzustand, daher wird diese Bande
in polaren Losungsmitteln um ca 0.05eV blau-verschoben. Die néchsthchere Bande
korrespondiert mit einem Sy —Sg-Ubergang bei 187nm (6.63¢V, Clark u. a. [1965]);
auch sie wird bei polarer Solvatation gegeniiber dem Grundzustand blau-verschoben,
obwohl deren Dipolmomente anndhernd gleich berechnet wurden (Sg: 3.95D, Sp:
4.58D). Der Ubergang mit der groften Oszillator-Stirke ist der mit 7.39eV recht
hoch angesiedelte Ubergang vom So- zum S;¢-Zustand. Er scheint mit der von Callis
[1983] dokumentierten Bande bei 177nm (6.97eV) fiir Uracil in Wasser iibereinzu-
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stimmen; dieselbe Zuordnung trafen auch Lorentzon u.a. [1995]. Die vorherrschen-
de elektronische Konfiguration im mit Rydberg-Anteilen gemischten Sig-Zustand
entsteht durch eine m; — 7;-Anregung. Diesen beiden Orbitalen wurde oben na-
herungsweise Cy,-Symmetrie zugeordnet (siehe auch Abbildungen 7.3/S. 99 und
7.4/S. 100). Wie bereits Lorentzon u.a. [1995] argumentiert haben, wird das be-
trichtliche Ubergangs-Moment durch einem Ladungstransfer vom Stickstoff-Atom
N3 zu den Carbonylgruppen hervorgerufen.

Die energetische Reihenfolge der Triplett-Zustinde ist eine andere. Hier repri-
sentiert der Tj-Zustand die HOMO—LUMO-Anregung (m — 75) und T, die im
Singulett-Spektrum tiefer ermittelte (HOMO—1) —LUMO-Anregung (ny — m5).
Wie bereits vorweg genommen (s. S. 102, ist der ndchsthohere Zustand, T3, eine Mi-
schung aus zwei m — 7*-Anregungen. In den dariiber liegenden Zustinden wichst
der Einfluss von Rydberg-Anregungen.

Der Grofteil dieser Berechnungen stimmt recht gut mit den CASPT2-Kalkula-
tionen von Lorentzon u. a. [1995] iiberein, die allerdings die Ermittlung von Rydberg-
und Triplett-Zustdnden aussparten. Wie bereits Grimme und Waletzke [1999a] in ei-
ner Testreihe mit DF'T/MRCI-Rechnungen feststellten, werden 7 — 7*-Anregungen
durch das Verfahren energetisch meist etwas iiberschétzt, auch im Vergleich zu expe-
rimentellen Daten. Die HF /MRCI- und RPA?-basierten Ergebnisse von Petke u. a.
[1992] liegen offensichtlich zu hoch.

7.4 Angeregte Zustande

Drei Geometrien der Zustdnde S;, So, T; und T, sind in Abbildung 7.5 wieder-
gegeben. Optimierungen mit pyramidalen Startgeometrien wurden zwar angesetzt,

Os Os Os Os
130 126 122 130
C C C C
141 Ca 37 142 138 140 Cagn 149 138
137 140 135 148 137 148 137 138
C C C C C C C C
121 C2 6 121 Ca 6 120 C2 6 121 Ca 6
07/ 1§N140 O 1sz145 07/ 138 N1/137 e} 1?}[\]4)
Sy (n — ) Sy (m — ) Ty (7 — 7¥) Ty (n — 7*)

Abbildung 7.5: Uracil: Geometrien ausgewéhlter angeregter Zusténde (C,N,O-Geriist)

konnten allerdings aus Zeitgriinden nicht beendet werden. Deutliche Tendenz der

2 Random phase approximation
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ersten Optimierungs-Schritte war jedoch iibereinstimmend eine Wiederherstellung
der Planaritit.

Bei keiner der hier betrachteten Anregungen kommt es zu gravierenden Ande-
rungen der Bindungs-Kette C;~N3—Cy-0O7, da die beteiligten Grenzorbitale no, mo
und 75 hier keine bindenden und kaum antibindende Komponenten haben (siehe
Abbildungen 7.3/S. 99 und 7.4/S. 100).

Die ny — m;-Anregung fiihrt bei Singulett- und Triplett-gekoppelter Anregung
zu sehr dhnlichen Geometrien. Dabei werden die Tendenzen der Anderung durch die
Wechselwirkungen innerhalb des m5—Orbitals festgelegt: Die Carbonyl-Bindung C4—
Og, die C5—Cg-Doppelbindung und die C¢—N;-Bindung werden entsprechend ihres
antibindenden Charakters in 73 gestreckt; der Effekt ist am groften in der Carbonyl-
Gruppe (10pm), gefolgt von der C-C-Doppelbindung (7pm bzw. 5pm) und der
C-N-Bindung, die nur relativ wenig beeinflusst wird (3pm). Die C;~Cs-Bindung
zeigt den fiir elektronisch angeregte konjugierte Ketene typischen, zunehmenden
Doppelbindungscharakter, in Folge dessen wird sie um 8pm bzw. 7pm kiirzer. Auch
der Doppelbindungs-Anteil der N;-Cy-Bindung, die im Grundzustand schon Teil
eines konjugierten Systems ist, wird noch leicht erhéht, so dass sich der Kernabstand
um 3pm verringert.

Bei den m — 7*-Anregungen miissen zusitzlich zu den konstruktiven und de-
struktiven Einfliissen des nunmehr besetzten 73-Orbitals auch die Einfliisse des
nach der Anregung nur noch einfach besetzten mo-Orbitals beriicksichtigt werden,
und zwar gewissermafen mit negativem Vorzeichen. Dies fiihrt einerseits dazu, dass
sich gegenlidufige Tendenzen annihernd kompensieren, so z.B. bei der Carbonyl-
Gruppe, andererseits aber verstirken sich gleich gerichtete Einfliisse, so dass bspw.
die C5—C4-Bindung um 15pm gestreckt wird. Unterschiede zwischen der So- und
Ti-Geometrie findet man vor allem in der Kette Og—C4—Cs; hier sind die Bindungs-
laingen im Singulett-Zustand verglichen mit dem Triplett-Zustand einander leicht
angeglichen. Dies kann darauf zuriickgefiihrt werden, dass der Singulett-Zustand
mit zwitterionischen Konfigurationen mischen kann, wiahrend der Triplett-Zustand
hochstens Biradikal-Anteile haben kann. Diese Tendenzen machen sich auch im Di-
polmoment des Sy- und Tj-Zustandes bemerkbar (So: 5.11D; Ty: 3.75D).

Die Tabelle 7.4 zeigt Anregungs-Energien einiger elektronischer Zustidnde bei
optimierten Geometrien relativ zur Grundzustands-Energie. Auf der Tabellen-Dia-
gonale finden sich die adiabatischen Anregungs-Energien. Die Maxima der beob-
achteten breiten Absorptionsbanden entsprechen ungefihr den vertikalen Ubergin-
gen, wihrend der Bandenursprung in etwa mit der adiabatischen Energie korreliert.
Es muss festgestellt werden, dass die Energien des So-Zustandes konsistent um ca.
0.4eV zu hoch berechnet werden. Testrechnungen haben gezeigt, dass die Energie des
Uracil-Dimers energetisch auf ca. 5.1eV abgesenkt wird. Je nach apparativen Bedin-
gungen konnte die Bande im Gasphasenspektrum also eventuell vom Uracil-Dimer
herriihren.
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Tabelle 7.4: Uracil: Relative Energien AF [eV] bei verschiedenen, auf DFT/MRCI-Niveau
optimierten Geometrien. Die Nomenklatur S0, S1, S2, T'1, T2, and T4 folgt der energe-

tischen Reihenfolge der Zustidnde bei der Gleichgewichts-Geometrie des Grundzustandes
S0.

Geometrien
S0 S1 S2 T1 T2 T4
Zustand n—m° 17— T—=7 n—rn" Tw—o"

S0, 1A 0.00  0.59 0.63 0.47 0.52 5.84
S1, 1'A”  4.61  3.96 4.30 4.41 3.96 411
S2,2'A" 548 521 4.99 5.10 5.23 5.88

T1, 134’ 3.68  3.51 3.29 3.20 3.52 6.09
T2, 13A” 4.40  3.84 4.22 4.32 3.83 4.97
T3, 234" 510  4.72 4.99 5.04 4.73 6.52

¢ mit TURBOMOLE UDFT-optimiert

7.5 Diskussion

Kehren wir zuriick zu der anfénglich gestellten Frage nach mdglichen Ursachen fiir
die breite Bande im Ultraviolett-Spektrum des Uracils. Einige der hier ermittelten
Daten sollten bei einer Aufklarung von Nutzen sein:

zu Ansatz 1: Voraussetzung fiir die Verbreiterung einer Bande durch Anregung
in vibronisch hoch liegende Zustinde ist eine drastische Anderung der Molekiil-
Geometrie. Die Anderung der Geometrie bei dem im unteren Spektralbereich inter-
essanten Sy —S,-Ubergang ist fiir ein solches Szenario allerdings vermutlich nicht
ausreichend.

zu Ansatz 2: Die Auswahlregeln fiir eine vibronische Kopplung wurden vermittels
der Gleichung 7.1 formuliert. Der im unteren Spektralbereich relevante elektronische
Zustand Sy hat die irreduzible Darstellung A’. Der darunter liegende, fiir eine vibro-
nische Kopplung in Frage kommende, ,dunkle* Zustand, Sy, ist ein A”-Zustand, so
dass auch die irreduziblen Darstellungen ihrer Schwingungs-Wellenfunktionen W,
entgegengesetzt sein miissen, um eine Kopplung zu ermoglichen.

Einen Hinweis auf den Charakter der gesuchten vibronischen Wellenfunktion des
So-Zustandes liefert das Spektrum bei Becker und Kogan [1980]. Darin erscheint
die betreffende Bande als eine Schwingungs-Progression mit einem Abstand von
ca. 790cm~!. Die harmonische Schwingungs-Analyse des So-Zustandes auf DFT-
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Niveau liefert zwei dafiir in Frage kommende Moden: Mode 11 mit 798cm ™" ist eine
Aufer-Planar-Schwingung des Kohlenstoff-Atoms Cy im Dreibein N.N-C-O (— A”),
und Mode 12 mit 802cm™! reprisentiert eine Ring-Atmungs-Schwingung (— A’).
Wihrend die Frequenz der ersten Mode sehr gut mit der bei 806cm ™' gemessenen
IR-Bande iibereinstimmt (Szczesniak u.a. [1983]), konnte Mode 12 wohl auf Grund
ihrer geringen Intensitdt von 4km/mol im IR-Spektrum bisher nicht experimentell
bestitigt werden. Da die numerische Optimierung des S,-Zustandes eine planare
Geometrie ergab, ist die Anregung einer Aufer-Planar-Schwingung wie in Mode
11 eher unwahrscheinlich. Die Geometrieinderung von Sy zu S, entspricht ziemlich
genau der Schwingungskoordinate von Mode 12. Die Anregung dieser Mode ist daher
sehr wahrscheinlich. Ordnet man also dem A’-Zustand S, eine A’-Schwingung (Mode
12) zu, so muss fiir eine erfolgreiche vibronische Kopplung der S;-Zustand mit einer
A”-Mode schwingen. Da die Moden 11 und 12 energetisch sehr nah beieinander
liegen, handelt es sich dabei vermutlich um Mode 11, und die Voraussetzungen fiir
eine vibronische Kopplung wiren erfiillt.

zu Ansatz 3: Auf den ersten Blick ist keiner der berechneten Zustdnde S;-Sig
als repulsiv zu erkennen. Anregungen erfolgen entweder in antibindende 7*- oder
Rydberg-Orbitale, nicht aber in antibindende o*-Orbitale. Um so iiberraschender
ist es, dass der Ty-Zustand, der einer Anregung aus dem héchsten besetzten Orbital
(m) in das niedrigste virtuelle a’-Orbital entspricht, bei einer Optimierung mittels
TURBOMOLE-UDFT-Module zu einer Dissoziation der N;—H-Bindung fiithrt. Wéh-
rend der Optimierung gewinnt das a’-Orbital, das bei So-Gleichgewichts-Geometrie
noch diffuse Rydberg-Eigenschaften hat, immer mehr Valenz-Charakter und wird
schlieflich zu dem gesuchten antibindenden o*-Orbital. Der S3-Zustand wird eben-
falls durch eine Anregung aus dem my— in das tiefstliegende a’-Orbital dominiert,
so dass sich auch dieser bei zunehmender N;—H-Abstraktion als 7 — o*~Zustand
notieren ldsst, der als Singulett-Zustand den in Abbildung 7.1 blau dargestellten
Pfad einer NH-Pridissoziation, konischen Uberschneidung mit dem Grundzustand
und anschliefender Relaxation auf der Sp-Hyperfliche ermdglichen diirfte. Die ko-
nische Uberschneidung konnte bisher nicht lokalisiert werden, so dass hier keine
definitive Aussage moglich ist. Doch spricht die Tatsache, dass der Ss-Zustand bei
T,;-Geometrie mit 4.11eV energetisch unterhalb des urspriinglichen Grundzustandes
(5.84eV) erscheint, deutlich dafiir. Der S3-Zustand liegt im Vertikal-Spektrum bei
berechneten 5.83eV, also gilt dieser Erkldrungsversuch ausschliefslich fiir den hoheren
Spektralbereich.

zu Ansatz 4: Nach dem Prinzip der Energie-Néhe (energy gap rule) sind die
Voraussetzungen fiir eine Kopplung immer dann besonders giinstig, wenn die kop-
pelnden elektronischen Zustdande dhnliche Energien haben. Da die Energien des T;-
und des So-Zustandes bei So-Geometrie als identisch berechnet wurden, ist die Exi-
stenz signifikanter Spin-Bahn-Kopplung hier sehr wahrscheinlich. Wie Marian u. a.
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[2002] allerdings unléngst feststellen konnten, ist das Spin-Bahn-Kopplungs-Matrix-
Element dieser Zustinde nahezu Null, was ein ISC ausschliefst. T, liegt energetisch
nur ca. 0.4eV unterhalb des So-Zustandes und hat ein nicht-verschwindendes Spin-
Bahn-Kopplungs-Matrix-Element, doch sprechen die konkreten Werte fiir eine ISC-
Rate von ungefiihr 10°/sec. Fiir eine beobachtbare Banden-Verbreiterung wiiren ca.
10? /sec notig, wie etwa bei konischen Uberschneidungen.

Abschliefsend lésst sich feststellen, dass von den hier untersuchten Ansétzen die
vibronische Kopplung (Ansatz 2) im niedrigen Spektralbereich und die konische
Durchschneidung mit einem repulsiven Zustand im héheren Spektralbereich als ur-
sdchlich fiir die beobachtete Bandenverbreiterung gelten kénnen.
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Kapitel 8

Zusammenfassung & Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde iiber die Implementation eines Optimierungsmo-
duls fiir DFT/MRCI-Energiehyperflichen berichtet. Das Programm ist zum jetzigen
Zeitpunkt in der Lage, die DF'T/MRCI-Energien von kartesisch verzerrten Kerngeo-
metrien anzufordern und nachfolgend zu nutzen, um Information {iber molekulare
Gradienten zu akkumulieren und so die Relaxation eines Systems bzw. das Finden
von stationdren Punkten zu ermdglichen. Um auf anderen Energieflichen zu optimie-
ren, muss lediglich die Einleseroutine angepasst werden, was dem Programm univer-
sell einsetzbar macht. Der Optimierer startet zur Relaxation von Verbindungen mit
einem Steepest-Descent-Verfahren, das nach Kontrolle auf bestimmte Konvergenz-
kriterien von einem Conjugate-Gradient-Algorithmus abgelost wird, da Letzterer
iiblicherweise in der Nahe von stationdren Punkten verldsslicher arbeitet.

Typische Optimierungen von Formaldehyd konvergieren innerhalb von Minuten
bis Stunden auf einem handelsiiblichen PC (1GHz Taktung, 1GB RAM), der kompli-
ziertere Anwendungsfall Uracil benétigte typischerweise mehrere Tage, startet man
von stirker verzerrten Geometrien. Der Speicherbedarf wird von dem Programm
bestimmt, das die elektronische Energie berechnet, da beim Optimierer kaum nen-
nenswert Daten im Hauptspeicher der Maschine gehalten werden muss.

Eine Parallelisierung ist fiir die nahe Zukunft vorgesehen und sollte hier ent-
scheidende Vorteile mit sich bringen, da die numerische Gradientenbestimmung auf
voneinander unabhéngigen Einzelpunktberechnungen fufst.

In der Validierungsphase wurde der Treiber erfolgreich mit den Turbomole-
Modulen verglichen. Hier diente das Formaldehyd-Molekiil, da iiber diese Verbin-
dung ein umfangreicher Vergleichsdatensatz sowohl auf Seiten der Experimente als
auch bei den theoretisch Forschenden existiert, insbesondere auch fiir elektronisch
angeregte Spezies. Beim Test-/Anwendungsfall Uracil konnten zwei maogliche Ursa-
chen fiir die in Experimenten beobachtete, ungewohnlichen Bandenbreiten im elek-
tronischen Spektrum gefunden werden. Zwei andere Hypothesen wurden als unwahr-
scheinlich eingestuft.
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Anhang A

Notationen

Die vorliegende Arbeit verwendet folgende Notationen:

n
N
Z

Anzahl der Elektronen
Anzahl der Kerne
Kernladung

Ortskoordinatenvektor eines Elektrons, lateinisch indiziert
(2.7 j? k? R )
Spinkoordinate eines Elektrons, lateinisch indiziert (i, 7, k,...)
Orts- und Spinkoordinaten eines Elektrons, lateinisch indiziert
(1,7, k,...)
Ortskoordinatenvektor eines Kerns, griechisch indiziert

(o, B,...)

Atom-Raum-Orbitale, griechisch indiziert (u, v, \,...)
Molekiil-Raum-Orbitale, lateinisch indiziert (i,7, k,...)
Molekiil-Spin-Orbitale

Mehr-Elektronen Wellenfunktion

Indizes fiir besetzte Orbitale

Indizes fiir unbesetzte (virtuelle) Orbitale

Mehr-Teilchen-Operatoren
Ein-Teilchen-Operatoren

Energie

Potenzielle Energie
Kinetische Energie
Orbitalenergie
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