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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit werden Motivation, Implementierung und Anwendung eines Pro-

grammes bes
hrieben, das Geometrie-Relaxation von Molekülen auf anspru
hsvol-

lem quanten
hemis
hen Niveau ermögli
ht.

Mit �anspru
hsvoll� ist hier im Besonderen ein Multireferenz-CI-Verfahren ge-

meint, das vor kurzem am Bonner Institut für Physikalis
he und Theoretis
he Che-

mie von Grimme & Waletzke entwi
kelt wurde (DFT/MRCI). Letzteres erlaubt

eine ho
hwertige Einzelpunkt-Bere
hnung der Energien von Grund- und angeregten

Zuständen mittelgroÿer Verbindungen. Die Lü
ke der Ni
htexistenz eines Program-

mes, vermittels dessen entspre
hende Geometrie-Optimierungen dur
hgeführt wer-

den können, wird mit diesen Arbeiten ges
hlossen: DFT/MRCI-Energien werden bei

systematis
h verzerrten Kerngeometrien ausgewertet und einem Optimierungsmo-

dul zugängli
h gema
ht, das diese sammelt und numeris
h molekulare Gradienten

bere
hnet. Da die Gradienten bis auf einen Vorfaktor näherungsweise �Newtons
hen�

Kräften auf Atome entspre
hen, erlaubt dieser Treiber das Herstellen von Kraftfrei-

heit von Verbindungen, d.h. eine �Optimierung� der Geometrie.

Typis
he Anwendungsgebiete für ein sol
hes Programm liegen in der theoreti-

s
hen Spektroskopie mehratomiger Verbindungen, was z.B. umfasst:

• die Bere
hnung von stationären Punkten auf Hyper�ä
hen elektronis
h ange-

regter Spezies (Minima und Sattelpunkte)

• generell eine Interpretation/Aufklärung spektroskopis
her Fragestellungen und

Voraussagen von Messergebnissen

• die Bere
hnung adiabatis
her Anregungsenergien et
.

• die �Vorarbeit� zur Bere
hnung von Übergangsdipolmomenten und ähnli
hen

properties

Neben der Anbindung an das DFT/MRCI-Programm von Grimme/Waletzke ist

der Treiber in seinem jetzigen Status aus implementatoris
hen Gründen an die

Turbomole-Module anges
hlossen.

1



Die Arbeit geht in einem theoretis
hen Teil (I) zunä
hst auf die Grundlagen

von Energiebestimmungen, Potenzial�ä
hen und Geometrieoptimierungen ein, dem

eine S
hilderung der Implementierung und Routinen (Teil II) folgt. Der Test- und

Anwendungsteil (III) s
hildert zu Beginn erste Ergebnisse am Testmolekül Formal-

dehyd und dokumentiert dann einen zweiten, etwas aufwändigeren Anwendungsfall,

der si
h mit der theoretis
hen Spektroskopie am Ura
il-Molekül befasst. Da diese

Verbindung als Pyrimidin-Base eine Rolle in der lebendigen Welt spielt und kaum ex-

perimentelle Fakten über die angeregten Zustände dieser Verbindung bekannt sind,

dürften die Ergebnisse von etwas generellem Interesse sein.

2



Teil I

Theorie
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Kapitel 2

Energien molekularer Systeme

2.1 Grundlagen

Theoretis
he Chemie ist der Versu
h, die 
hemis
he Wirkli
hkeit dur
h ein mathe-

matis
hes Modell umfassend darzustellen, so dass sie si
h unmittelbar erklären und

voraussagen lässt.

Wie uns die Erfahrung lehrt, sind die Eigens
haften und das Verhalten eines Sy-

stems eng verknüpft mit energetis
hen Vorgängen. Gesu
ht ist daher ein allgemein

gültiger Formalismus, mit dessen Hilfe man die Energie jedes beliebigen Systems

mögli
hst exakt bestimmen kann.

Aufgrund quantenme
hanis
her Erkenntnisse geht man davon aus, dass es mög-

li
h ist, den Zustand jedes Systems dur
h eine Wellenfunktion Ψ vollständig zu be-

s
hreiben. Dieser S
hritt der Natur in die Mathematik impliziert, dass man nunmehr

dur
h die Anwendung geeigneter mathematis
her Mittel (Operatoren) in der Lage

ist, bestimmte Informationen (Observable) aus dieser Wellenfunktion zu extrahieren.

In der ni
ht relativistis
hen zeitunabhängigen S
hrödinger-Glei
hung

1

ĤΨ = EΨ (2.1)

erhält man dur
h die Anwendung des so genannten Hamilton-Operators Ĥ auf die

Wellenfunktion Ψ die Gesamtenergie E des dur
h Ψ bes
hriebenen Systems. Die Be-

s
ha�enheit der Wellenfunktion Ψ und des Hamilton-Operators Ĥ sind Gegenstand

der Quanten
hemie, die Ermittlung der Energie E eines ihrer Ziele.

Der Hamilton-Operator. Die Energie eines Systems hängt vom Zustand und

den We
hselwirkungen der konstituierenden Teil
hen ab. In erster Näherung lässt

1

Der allgemeine Fall zeitabhängiger und relativistis
her Phänomene für Teil
hen mit Spin 1/2,

wie es die Elektronen sind, wird in den Dira
�Glei
hungen behandelt.
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2.1. GRUNDLAGEN KAPITEL 2. ENERGIEN

si
h der molekulareHamilton-Operator auf folgende Weise in artfremde Bestand-

teile partitionieren:

Ĥ = T̂k + T̂e + V̂ke + V̂ee + V̂kk (2.2)

Darin repräsentieren die Operatoren vers
hiedene Arten denkbarer Energiebeiträge

(in atomaren Einheiten):

T̂k = −
N∑

α=1

1

2Mα

∇2
α kinetis
he Energie der N Kerne

T̂e = −
n∑

i=1

1

2
∇2

i kinetis
he Energie der n Elektronen

V̂ke = −
N∑

α=1

n∑

i=1

Zα

|r i −Rα|
Kern-Elektron-We
hselwirkungen

V̂ee = +
n∑

i=1

n∑

j>i

1

|r i − r j|
Elektron-Elektron-Repulsion

V̂kk = +
N∑

α=1

N∑

β>α

ZαZβ

|Rα −Rβ|
Kern-Kern-Repulsion

Die Wellenfunktion. Die exakte ni
ht relativistis
he Wellenfunktion Ψ eines Mo-

leküls ist eine Eigenfunktion des Hamilton-Operators (2.2). Damit sie den Zustand

eines Systems tatsä
hli
h vollständig bes
hreibt, muss sie eine Funktion sämtli
her

Ein�ussgröÿen des Systems sein. Bei einem zeitunabhängigen System sind dies die

Ortskoordinaten aller Systembausteine, d.h. der Kerne {Rα} und der Elektronen

{r i}, sowie weitere Freiheitsgrade {si} und {Iα}, die den Spin bezei
hnen

2

.

Ψ = Ψ({r i}; {si}; {Rα}; {Iα}) (2.3)

Die Koordinaten r i und si werden häu�g zusammengefasst und als x i bezei
hnet.

In der Praxis zeigt si
h, dass die magnetis
hen Eigens
haften des Kern- und Elek-

tronenspins in lei
hten Atomen und Molekülen eine untergeordnete Rolle spielen. In

die ni
ht-relativistis
he S
hrödinger-Glei
hung hält der Elektronenspin nur Einzug

über das Antisymmetrie-Prinzip (Pauli-Prinzip). Die Operatoren hängen ni
ht ex-

plizit vom Spin der Teil
hen ab.

Das Vielkörperproblem. Da alle Teil
hen eines Kern-Elektronen-Systems si
h

gegenseitig beein�ussen, ist die S
hrödinger-Glei
hung aus dem Bli
kwinkel der Phy-

sik ein ho
h komplexes (3N + 3n)-dimensionales (N + n)-Teil
henproblem, das si
h

in dieser Form nur für wenige kleine Systeme wie etwa das Wassersto�atom oder

2

Der Spin ist eine quantenme
hanis
he Eigens
haft ohne klassis
hes Analogon.

6



KAPITEL 2. ENERGIEN 2.2. BORN/OPPENHEIMER-NÄHERG.

das Helium-Kation analytis
h ges
hlossen lösen lässt

3

. Es stellt si
h also die Frage

na
h geeigneten Modi�kationen, die die S
hrödinger-Glei
hung in eine lösbare Form

überführen und das System denno
h mögli
hst fehlerfrei bes
hreiben.

Die Quanten
hemie befasst si
h daher au
h und vor allem mit der Entwi
klung

geeigneter Modelle und Näherungsverfahren, die im Wesentli
hen Zweierlei leisten

müssen:

1. die Überführung der S
hrödinger-Glei
hung in eine lösbare Form bei minima-

lem te
hnis
hen Aufwand und

2. eine mögli
hst exakte Bes
hreibung der Wirkli
hkeit.

Die Praxis zeigt, dass diese beiden Ansprü
he meist gegenläu�g sind: je aufwändiger

ein Formalismus, desto genauer vermag er, 
hemis
he Phänomene zu quanti�zieren,

und je s
hli
hter ein Formalismus, desto geringer die Beanspru
hung te
hnis
her

Ressour
en.

Eine Au�ösung des Paradoxons ist ni
ht in Si
ht, und so liegt gerade in der

Gratwanderung zwis
hen diesen Antagonisten eine besondere Herausforderung der

Theoretis
hen Chemie. Dabei ist man aufgefordert, die Auswahl der geeigneten Me-

thode na
h den Gegebenheiten des zu kalkulierenden 
hemis
hen Systems und der

jeweiligen Fragestellung zu tre�en.

Von den zahlrei
hen quanten
hemis
hen Lösungsansätzen seien hier einige be-

s
hrieben, die in der vorliegenden Arbeit Verwendung �nden.

2.2 Die Born-Oppenheimer-Näherung

Im Born-Oppenheimer-Modell betra
htet man ein 
hemis
hes System als eine An-

zahl Elektronen, die si
h im elektrostatis
hen Feld räumli
h �xierter Kerne bewegen.

Da Elektronenbewegungen analog zu ihrem Massenverhältnis etwa vier Gröÿenord-

nungen s
hneller erfolgen als Kernbewegungen, reagieren Elektronen instantan auf

Veränderungen in der Kern-Geometrie, und so ers
heint diese Annahme plausibel.

Formalistis
h ist die Born-Oppenheimer Näherung die Trennung von Kern- und

Elektronenkoordinaten. Dur
h sie transportiert man den Strukturbegri� der klassi-

s
hen Chemie in die Quanten
hemie: Die Energie eines 
hemis
hen Systems mit fest

3

Als Lösungen erhält man Atomorbital genannte Wellenfunktionen φ, die bei der Ermittlung
höherdimensionaler Systeme no
h hilfrei
h sein werden (siehe Abs
hnitt 2.3.3, S. 14).

7



2.2. BORN/OPPENHEIMER-NÄHERG. KAPITEL 2. ENERGIEN

stehender Kern-Geometrie wird als Summe aller energetis
her Beiträge der Elektro-

nenbewegungen aufgefasst und bere
hnet.

Die Entkoppelung von Elektronen- und Kernkoordinaten ermögli
ht eine Auftei-

lung der S
hrödinger-Glei
hung in einen elektronis
hen und einen Kern-relevanten

Anteil. Unter der Maÿgabe einer Betra
htung elektronis
her Ein�üsse verändert si
h

die S
hrödingerglei
hung in dreierlei Weise:

1. Der Operator für die kinetis
he Energie der Kerne T̂k wird im ersten S
hritt

verna
hlässigt und der Operator der Kern-Abstoÿungsenergie V̂kk als konstant

angesehen,

4

so dass si
h der Hamilton-Operator auf seine elektrodynamis
hen

Komponenten reduziert:

Ĥel({r i}; {R̄α}) = T̂e + V̂ke + V̂ee (2.4)

Die Kernkoordinaten {R̄α} gehen hier � dur
h einen Balken angedeutet � pa-

rametris
h ein, und man spri
ht vom elektronis
hen Hamilton-Operator.

2. In der Wellenfunktion lassen si
h die Elektronen- von den Kernkoordinaten

dur
h einen Produktansatz separieren:

Ψ({r i}; {Rα}) = Ψel({r i}; {R̄α})Ψk({Rα}) (2.5)

Au
h die elektronis
he Wellenfunktion Ψel hängt signi�kant, aber nur

no
h parametris
h von den �xierten Kernkoordinaten {R̄α} ab, die Kern-

Wellenfunktion Ψk bes
hreibt die Kerndynamik.

3. Als Observable interessiert nur no
h die elektronis
he Energie Eel, die eben-

falls eine Funktion der Kernkoordinaten ist:

Eel = Eel({R̄α}) (2.6)

Bei �xierter Kern-Geometrie vers
hwindet zwar der Anteil kinetis
her Kern-

Energie, ni
ht allerdings ein konstanter Beitrag der Kern-Kern-Repulsion, so

dass si
h die Gesamtenergie E unter diesen Bedingungen wie folgt zusammen-

setzt:

E = Eel({R̄α}) + Ekk({R̄α})

= Eel({R̄α}) +
N∑

α=1

N∑

β>α

ZαZβ

|Rα −Rβ|
(2.7)

4

Eine additive Konstante ändert die Eigenwerte, ni
ht aber die Eigenfunktionen eines Opera-

tors.

8



KAPITEL 2. ENERGIEN 2.2. BORN/OPPENHEIMER-NÄHERG.

Mit Hilfe dieser Modi�kationen erhält man die so genannte elektronis
he S
hrö-

dinger-Glei
hung

Ĥel({r i}; {R̄α})Ψel({r i}; {R̄α}) = Eel({R̄α})Ψel({r i}; {R̄α}), (2.8)

die die mathematis
he Komplexität auf ein 3n-dimensionales n-Teil
hen-Problem
verringert. Die Lösungen dieser Di�erenzialglei
hung (für jeweils festgelegte Kern-

Geometrien) sind elektronis
he Wellenfunktionen Ψel und deren Energie-Eigenwerte

Eel als Funktion der �xierten Kernkoordinaten {R̄α}. Jede dieser Wellenfunktionen

repräsentiert einen elektronis
hen Zustand.

Analog zu einer elektrodynamis
hen Betra
htung erlaubt die Koordinaten-Sepa-

ration au
h die Formulierung der Kern-S
hrödinger-Glei
hung, die die Kernbe-

wegungen des Systems im nunmehr konstanten Potenzial der elektronis
hen Ener-

gien Eel bes
hreibt:

[T̂k + Eel({Rα}) + V̂kk({Rα})]Ψk({Rα}) = EkΨk({Rα}) (2.9)

Als Lösungen dieser Di�erenzialglei
hung erhält man Wellenfunktionen Ψk, die das

S
hwingungs-, Rotations- und Translationsverhalten der Kerne quanti�zieren, und

deren Energieeigenwerte Ek.

Der dur
h die Born-Oppenheimer Näherung entstehende Fehler ist im Allge-

meinen verna
hlässigbar klein. Erst in strukturellen Grenzberei
hen, in denen si
h

die Energien unters
hiedli
her elektronis
her Zustände glei
her Symmetrie einander

nähern, kommt es zu sprunghaften Änderungen der geometris
hen Anordnung auf-

grund der bea
htli
hen Kopplung von Elektronen- und Kernkoordinaten. Die Born-

Oppenheimer Näherung verliert hier ihre physikalis
he Grundlage und verursa
ht

unter Umständen erhebli
he Fehlkalkulationen.

Die Born-Oppenheimer-Näherung ist weitgehend akzeptiert, so dass die Quan-

ten
hemie ihre Anstrengungen in der Regel auf Ansätze zur Lösung der elektroni-

s
hen S
hrödinger-Glei
hung konzentriert. Sie erweitert das Spektrum ges
hlossen

lösbarer Systeme von Atomen auf Moleküle mit einem Elektron und ermögli
ht so die

exakte Bere
hnung etwa des Wassersto�-Molekül-Kations H+
2 . Die daraus bere
hne-

ten Wellenfunktionen sind präzise Bes
hreibungen der Bewegungen eines Elektrons

im Mehr-Kern-Feld und heiÿen Molekülorbitale (MO).

9



2.3. ELEKTRONISCHE ENERGIEN KAPITEL 2. ENERGIEN

2.3 Elektronis
he Energien

2.3.1 Das Variationsprinzip und das Verfahren der

Lagranges
hen Multiplikatoren

Eine zentrale Fragestellung der Quanten
hemie ist die Lösung der zeitunabhängigen

S
hrödingerglei
hung.

Ĥ|Φ〉 = E|Φ〉 (2.10)

Die Lösung dieser Di�erenzialglei
hung ist ein prinzipielles mathematis
hes Problem

und für die überwiegende Mehrheit aller Fälle ni
ht linear lösbar. Denno
h existiert

unter der Voraussetzung, dass der (hermites
he) Hamilton-Operator Ĥ bekannt ist,

ein unendli
her Satz exakter orthogonaler Wellenfunktionen {|Φα〉}, die die obige

Eigenwertglei
hung erfüllen:

Ĥ|Φα〉 = Eα|Φα〉 mit α = 0, 1, 2, ... (2.11)

Die zugehörigen Energie-Eigenwerte folgen der Monotonie

E0 ≤ E1 ≤ E2 ≤ · · · ≤ Eα ≤ . . . (2.12)

Wi
htige Konsequenz dieser Reihe ist, dass es eine untere Grenze E0 gibt, die man

günstigstenfalls errei
hen, ni
ht aber unters
hreiten kann. Die entspre
hende Wel-

lenfunktion Φ0 identi�ziert man mit dem Grundzustand.

Dies führt zu einer bedeutenden These, die als Variationsprinzip bekannt ist:

Keine normalisierte Wellenfunktion |Φ̃〉, die die Randbedingungen der Eigenwertglei-

hung erfüllt, kann mit ihrem Eigenwert Ẽ die untere Grenze von E0 unters
hreiten.

〈Φ̃|Ĥ|Φ̃〉 ≥ E0 (2.13)

Das bedeutet, dass man von einer (beinahe) beliebigen Testfunktion |Φ̃〉 ausgehen
und diese wie au
h immer verändern/variieren kann, bis keine weitere Verringerung

der Energie mehr mögli
h ers
heint. Die Qualität einer Wellenfunktion wird an der

Tiefe ihres Energie-Eigenwertes gemessen.

Das mathematis
he Mittel der systematis
hen linearen Variation einer Wellen-

funktion unter der Maÿgabe der Eigenwertminimierung ist das Verfahren der La-

granges
hen Multiplikatoren. Dabei wird die Testfunktion |Φ̃〉 als Linearkom-

bination aus einer festgelegten endli
hen Basis n orthonormaler Wellenfunktionen

{|Ψi〉} angenähert:

|Φ̃〉 =
n∑

i=1

ci|Ψi〉 (2.14)

10
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Die Matrix-Darstellung des Hamilton-Operators in dieser Basis führt zu einer sym-

metris
hen n× n-Matrix mit den Elementen

Hij = 〈Ψi|Ĥ|Ψj〉
= Hji (2.15)

Die Testfunktion ist normalisiert, so dass gilt

〈Φ̃|Φ̃〉 =
∑

ij

cicj〈Ψi|Ψj〉 =
∑

i

c2i = 1 (2.16)

Der zu minimierende Erwartungswert der Energie ergibt si
h demna
h als eine Funk-

tion der Expansionskoe�zienten {ci}:

E({ci}) = 〈Φ̃|Ĥ|Φ̃〉 =
∑

ij

ci〈Ψi|Ĥ|Ψj〉cj =
∑

ij

cicjHij (2.17)

Unglü
kli
herweise lässt si
h dieser Ausdru
k ni
ht wie gewüns
ht na
h den Ko-

e�zienten di�erenzieren, da diese ni
ht voneinander unabhängig sind. Ein forma-

listis
her Tri
k führt denno
h zum Ziel: Man subtrahiert de fa
to eine Null von

dem Erwartungswert aus Glei
hung 2.17, s
hlüsselt diese ges
hi
kt auf und erhält

so eine modi�zierte Funktion L, die auÿer von den Koe�zienten {ci} no
h von dem

unbestimmten Multiplikator E abhängt:

L({ci}, E) = 〈Φ̃|Ĥ|Φ̃〉 − E
(
〈Φ̃|Φ̃〉 − 1

)

=
∑

ij

cicjHij − E
(
∑

i

c2i − 1

)
(2.18)

Was haben wir dadur
h gewonnen? Einen zusätzli
hen unabhängigen Parameter E,
den wir zur Ein�ussnahme nutzen können. Wo wollen wir Ein�uss nehmen? Bei der

Di�erenziation. Und das geht so:

Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass ein beliebiger Ex-

pansionskoe�zient cn von allen anderen Koe�zienten abhänge, diese aber seien von-
einander unabhängig. Dann gilt

∂L

∂ck
= 0 für alle k = 1, 2, . . . , n− 1 (2.19)

Die Ableitung von L na
h cn ist ni
ht notwendigerweise Null, also wählen wir den

unbestimmten Lagranges
hen Multiplikator E gerade so, dass au
h die Ableitung

na
h cn vers
hwindet, und es gilt

∂L

∂ck
= 0 für alle k = 1, 2, . . . , n− 1, n (2.20)

11
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Dies ist eine linear lösbare Bestimmungsglei
hung für die minimierenden Expansi-

onskoe�zienten {ck}. Sie führt unmittelbar zu einer Formulierung des Eigenwert-

problems der Hamilton-Matrix H:

Hc = Ec (2.21)

mit c als Koe�zienten-Vektor.

Da die Hamilton-Matrix H symmetris
h ist, �ndet man n orthonormale Eigen-

vektoren c
α
und n zugehörige Eigenwerte Eα

. Jeder dieser Vektoren de�niert eine

andere Linearkombination der Basisfunktionen. Man de�niert daher eine Matrix der

Koe�zienten C mit Elementen Ciα = cαi , eine weitere Matrix E mit den Diagonal-

Elementen Eα
und verallgemeinert so Glei
hung 2.21 auf die Gesamtheit mögli
her

Lösungen |Φ̃α〉:

HC = EC (2.22)

Summa summarum reduziert man dur
h Anwendung des Variationsprinzips und

des Verfahrens der Lagranges
hen Multiplikatoren die Lösung einer beliebig kom-

plizierten Di�erenzialglei
hung auf das Lösen eines linearen Glei
hungssystems. Die

E�zienz der Methode bezahlt man mit einer Näherung, und so hängt die Präzision

der Ergebnisse von der Gröÿe und der Qualität der Basis {|Ψi〉} ab. Bei Einsatz
einer �ktiven unendli
h groÿen Basis erhält man die theoretis
he Untergrenze des

Algorithmus E0.

2.3.2 Die Slater-Determinante

Die Wellenfunktion Ψel({r i}; {R̄α}) der elektronis
hen S
hrödinger-Glei
hung ist

nur für Systeme mit einem einzelnen Elektron exakt bestimmbar. Sobald ein Atom

oder Molekül mehr als ein Elektron enthält, steht man vor dem Problem, die Bewe-

gung eines bestimmten Elektrons in Abhängigkeit von den Bewegungen aller anderen

Elektronen bes
hreiben zu müssen. Bewegungen dreier si
h we
hselseitig beein�us-

senden Körper nennt man Dreikörperproblem und konstatiert, dass es si
h ni
ht

analytis
h lösen lässt. Um denno
h zu einer angenäherten Wellenfunktion zu ge-

langen, geht man zunä
hst von einem re
ht groben Ansatz aus und versu
ht dann,

diesen s
hrittweise zu verfeinern.

Ignoriert man in einem ersten S
hritt die we
hselseitig repulsive Beein�ussung

der Elektronen des Systems, so ma
ht es Sinn, die Gesamtwellenfunktion als ein

Produkt von Ein-Elektron-Spinorbitalen χ zu formulieren:

ΨHP
el = χi(x 1)χj(x 2) . . . χk(xn) (2.23)

Diese Darstellung einer Wellenfunktion ΨHP
el wird Hartree-Produkt genannt.
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KAPITEL 2. ENERGIEN 2.3. ELEKTRONISCHE ENERGIEN

Das Hartree-Produkt unters
heidet zwis
hen individuellen Elektronen, was na-

türli
h ni
ht der physikalis
hen Wirkli
hkeit entspri
ht. Auÿerdem erfüllt es ni
ht

die Forderung des Antisymmetrie-Prinzips, wona
h eine Fermionen-Wellenfunktion

beim Austaus
h zweier Teil
hen ihr Vorzei
hen ändern muss:

Ψel(x 1, . . . , x i, . . . , x j, . . . , xn) = −Ψel(x 1, . . . , x j, . . . , x i, . . . , xn) (2.24)

Das folgende Beispiel einer Wellenfunktion zweier Elektronen ist eine Linearkombi-

nation zweier Hartree-Produkte und erfüllt das Antisymmetrie-Prinzip:

Ψel(x 1, x 2) =
1√
2
[ΨHP

12 (x 1, x 2)−ΨHP
21 (x 1, x 2)]

=
1√
2
[χi(x 1)χj(x 2)− χj(x 1)χi(x 2)] (2.25)

Der Faktor

1√
2
ist der Normalisierungsfaktor für eine Linearkombination zweier Wel-

lenfunktionen.

Die Verallgemeinerung dieser Wellenfunktion gelingt mit den Mitteln der Linea-

ren Algebra in Form einer Determinante, der so genannten Slater-Determinante:

Ψel(x 1, x 2, . . . , xn) =
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

χi(x 1) χj(x 1) · · · χk(x 1)
χi(x 2) χj(x 2) · · · χk(x 2)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

χi(xn) χj(xn) · · · χk(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (2.26)

in der prägnanteren Dira
-S
hreibweise:

Ψel(x 1, x 2, . . . , xn) = |χi(x 1)χj(x 2) · · ·χk(xn)〉, (2.27)

bei festgelegter Nummerierung der Elektronen:

Ψel(x 1, x 2, . . . , xn) = |χiχj · · ·χk〉 oder kurz |ij · · · k〉 (2.28)

Die Menge der verwendeten Spinorbitale {χi} wird Basissatz genannt. In der Slater-

Determinante entspre
hen die Reihen den Elektronen und die Spalten den Spinorbi-

talen. Jede mögli
he Vertaus
hung von Koordinaten x wird korrekt antisymmetris
h

berü
ksi
htigt.

Dur
h die Erfüllung des Antisymmetrie-Prinzips importiert man eine weitere be-

deutende Zusatzinformation. Denn wie si
h zeigen lässt (Szabo und Ostlund [1996℄),

ist für Wellenfunktionen vom Slater-Determinanten-Typ das Antre�en zweier Elek-

tronen glei
hen Spins am selben Ort unmögli
h. Diesen Umstand nennt man Aus-

taus
hkorrelation. Der Elektronen umgebende Raum, der ein Eindringen eines Elek-

trons glei
hen Spins auss
hlieÿt, heiÿt Fermi-Lo
h (Kutzelnigg [1975℄).
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2.3.3 Linearkombinationen von Orbitalen

Die Qualität einer Wellenfunktion, die als Slater-Determinante formuliert wird,

hängt von ihrer Vollständigkeit ab. Eine Slater-Determinante mit unendli
h groÿem

Basissatz {χ∞} wäre im Rahmen ihrer Näherungen eine perfekte Wellenfunktion.

Es liegt auf der Hand, dass unendli
he Slater-Determinanten unrealisierbar sind, so

dass man na
h einer ökonomis
heren Methode der Basissatz-Konstruktion su
hen

muss.

Als besonders günstig für die Erzeugung von Molekül-Raum-Orbitalen ψi(r)
haben si
h Linearkombinationen der entspre
henden Atom-Orbitale φµ(r) erwiesen,

ψi(r) =
∑

µ

cµiφµ(r), (2.29)

da Letztere bei der Bindungsbildung im Wesentli
hen erhalten bleiben. Au
h hier

gilt, dass eine mögli
hst vollständige Auswahl der zu kombinierenden Funktionen

die Qualität der kombinierten Funktion erhöht. Diese Methode nennt man LCAO-

MO-Ansatz.

5

Auf diesen Punkt wird im Zusammenhang mit den Roothaan-Hall-

Glei
hungen no
h zurü
k gekommen werden (S. 19).

Die entstehenden Molekülorbitale müssen eine orthonormale Basis bilden, eine

Bedingung, die man allgemein mit dem Krone
ker-Delta δij formuliert:
6

〈ψi|ψj〉 = δij , (2.30)

Atomorbitale ihrerseits können zwar normiert sein, sind aber i.d.R. ni
ht orthogonal,

da sie an unters
hiedli
hen Atomzentren lokalisiert sind. Statt dessen ergeben si
h

so genannte Überlappungsintegrale

〈φµ|φν〉 = Sµν . (2.31)

2.3.4 Hartree-Fo
k

Au
h der elektronis
he Hamilton-Operator

Ĥel = T̂e + V̂ke + V̂ee (2.32)

5

LCAO-MO = Linear Combination of Atomi
 Orbitals - Mole
ular Orbitals

6

Zur De�nition des Krone
ker-Deltas: seien Ψi und Ψj orthonormale Wellenfunktionen, dann

gilt:

〈Ψi|Ψj〉 = δij =

{
0, falls i 6= j
1, falls i = j

14
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enthält einen problematis
hen Zweikörperterm

V̂ee =
n∑

i=1

n∑

j>i

1

|r i − r j|
, (2.33)

der die gegenseitige Abstoÿung der Elektronen berü
ksi
htigt.

Um einer geeigneten Approximation näher zu kommen, betra
hten wir zunä
hst

ein Ein-Elektron-System. Der Hamilton-Operator lautet in diesem Fall

ĥel(1) = t̂e(1) + v̂ke(1) (2.34)

glei
hbedeutend mit der Annahme, dass si
h die elektronis
he Energie des Systems

additiv aus den Beiträgen kinetis
her und potenzieller Energie des Elektrons 1 im

elektrostatis
hen Feld der Kerne zusammensetzt. Bringt man weitere Elektronen in

dieses System ein, so kommen We
hselwirkungsbeiträge der Elektronen untereinan-

der hinzu.

Kernaussage der Hartree-Fo
k-Näherung ist nun, dass der We
hselwirkungs-

Ein�uss, unter dem ein beliebiges Elektron i in einem System mit n Elektronen

steht, si
h als e�ektiv für dieses Elektron �si
htbares� statis
hes Potenzial vHF(i)
darstellen lässt:

v̂ee(i, j) := vHF(i) (2.35)

Das Potenzial vHF(i) heiÿtHartree-Fo
k-Potenzial. Addiert man dieses Potenzial

in Glei
hung 2.34 ein, erhält man den so genannten Fo
k-Operator:

f̂(i) = t̂e(i) + v̂ke(i) + v̂HF
ee (i)

= −1

2
∇2

i −
N∑

α=1

Zα

|r i −Rα|
+ vHF(i) (2.36)

Analog formuliert man die so genannteHartree-Fo
k-Glei
hung als Ein-Elektron-

Eigenwert-Glei
hung:

f̂(i)χ(x i) = ǫelχ(x i) (2.37)

Bei genauer Kenntnis des Hartree-Fo
k-Potenzials für jedes Elektron i des Systems

lässt si
h die Hartree-Fo
k-Glei
hung lösen, und man erhält Orbitale χ und Orbi-

talenergien ǫ. Leider ist das Potenzial selbst-rekursiv de�niert und zunä
hst völlig

unbekannt. Es bedarf geeigneter Bestimmungsverfahren, von denen in Abs
hnitt

2.3.6 (S. 19) no
h zu spre
hen sein wird. Denno
h erlaubt die Tatsa
he, dass in

Hartree-Fo
k-basierten Methoden in der Regel Slater-Determinanten zum Einsatz

kommen, eine genauere Eingrenzung des Hartree-Fo
k-Potenzials.
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Die Anwendung des Zwei-Elektronen-Operators v̂ee(i, j) aus Glei
hung 2.35 auf

eine Slater-Determinante führt zu den folgenden Integralen:

〈Ψ0|r−1
ij |Ψ0〉 =

∫
dx 1dx 2 χ

∗
i (x 1)χ

∗
j(x 2) r

−1
ij χi(x 1)χj(x 2)

−
∫
dx 1dx 2 χ

∗
i (x 1)χ

∗
j(x 2) r

−1
ij χj(x 1)χi(x 2)

= 〈ij|ij〉 − 〈ij|j i〉 = 〈ij||ij〉 (Dira
-Notation) (2.38)

Das erste Integral 〈ij|ij〉 heiÿt Coulomb-Integral, das zweite 〈ij|j i〉 wird Austaus
h-
Integral genannt. Daraus leitet man entspre
hende Operatoren ab und erhält aus

den We
hselwirkungen zwis
hen Elektron 1 in Spinorbital χi und Elektron 2 in χj

den

Coulomb-Operator Ĵj(1) =

∫
dx 2 |χb(2)|2 r−1

12 (2.39)

und den

Austaus
h-Operator K̂j(1)χi(x 1) =

[∫
dx 2χ

∗
j(x 2) r

−1
12 χi(x 2)

]
χj(x 1)

(2.40)

Der Coulomb-Operator quanti�ziert die Repulsion der Elektronen, gewi
htet mit der

Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit dx 2 |χb(2)|2 des zweiten Elektrons im Raumelement

dx 2 bei x 2. Der konstruktive Beitrag des Austaus
h-Operators ist weniger plausi-

bel, denn er ist ein formalistis
hes Abstraktum, das si
h aus der antisymmetrisierten

Form der Slater-Determinante beim Platzwe
hsel zweier Elektronen glei
hen Spins

ergibt.

Betra
hten wir ein einzelnes Elektron, so müssen Coulomb- und Austaus
h-

Operator über alle mögli
hen paarweisen We
hselwirkungen mit anderen Elektronen

summiert werden:

[
ĥ(1) +

∑

j 6=i

Ĵj(1)−
∑

j 6=i

K̂j(1)

]
χi(1) = ǫiχi(1) (2.41)

Da die We
hselwirkungen eines Elektrons mit si
h selbst gemäÿ

[
Ĵi(1)− K̂i(1)

]
χi(1) = 0 (2.42)

vers
hwinden, kann man auf die Restriktion j 6= i bei der Summation verzi
hten.

Der e�ektive Ein-Elektron-Fo
k-Operator lässt si
h also s
hreiben als

f̂(1) = ĥ(1) +
∑

j

Ĵj(1)−
∑

j

K̂j(1) , (2.43)
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und au
h das Hartree-Fo
k-Potenzial ist jetzt genauer de�niert als

vHF(1) =
∑

j

Ĵj(1)−
∑

j

K̂j(1) . (2.44)

2.3.5 Basissätze

Unter einem Basissatz versteht man eine Menge von Spin- oder Raum-Wellenfunk-

tionen {χi} oder {Ψi}, in die man eine Wellenfunktion entwi
kelt und die so als

Grundlage für quanten
hemis
he Bere
hnungen dienen. Der übli
he Weg führt über

Linearkombinationen von Atomorbitalen φi zu Molekül-Raum-Orbitalen Ψi, Spin-

Orbitalen χi und s
hlieÿli
h via Slater-Determinante zu einer Mehr-Elektronen-

Wellenfunktion Φ.

Die Verwendung von Atomorbitalen als �Startpunkt� liegt nahe, weil sie aus ge-

s
hlossenen Lösungen der elektronis
hen S
hrödinger-Glei
hung bekannt sind. Die

Radialteile dieser als Slater-Typ (STO) kategorisierten Funktionen haben die all-

gemeine Gestalt

F = Ne−ζr. (2.45)

Wellenfunktionen dieses Typs bereiten grosse Probleme bei der Bere
hnung von in

quanten
hemis
hen Algorithmen häu�g auftretenden Mehrzentren-Integralen. Funk-

tionen vom Gauÿ-Typ (GTO)

G = Ne−αr2

(2.46)

dagegen sind formalistis
h unkomplizierter, letztendli
h weil die Ableitung einer

Gauÿ-Funktion wieder eine Gauÿ-Funktion ist. Bedauerli
herweise sind Gauÿ-Funk-

tionen nur eine s
hle
hte Annäherung der �realen� Slater-Typ-Orbitale. Insbesondere

die Modellierung des so genannten �
usp�, der Spitze des Grafen der Elektronen-

Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit am Kernort, gelingt mit einer Gauÿ-Funktion ni
ht.

Dur
h Linearkombinationen von Gauÿ-Funktionen kann man Slater-Orbitalen je-

do
h befriedigend nahe kommen:

F ≈
∑

i

ciGi (2.47)

Eine sol
he Linearkombination wird kontrahierte Gauss-Funktion (CGTO) ge-

nannt, weil man mehrere Funktionen zusammenfasst, um eine Slater-Funktion zu

reproduzieren. Die Kontraktionskoe�zienten ci sind atomspezi�s
h und gehen pa-

rametris
h �xiert in Folgere
hnungen ein.
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Standard-Basissätze, Notationen

Die Wahl des Basissatzes ist ein sensibler Punkt quanten
hemis
her Kalkulationen.

Kleinere Basissätze bes
hleunigen die Bere
hnungen merkli
h, liefern aber häu�g nur

quantitative Aussagen, während gröÿere Basissätze zwar meist präzisere Ergebnisse

liefern, allerdings zum Preis eines erhebli
hen Re
henaufwandes. Dur
h die in vie-

len Molekülbere
hnungen gewonnene Erfahrung entwi
kelten si
h einige Standard-

Basissätze, die si
h dadur
h auszei
hnen, dass sie aus einer verhältnismäÿig kleinen

Zahl gut ausgewählter Basisfunktionen bestehen und so bei übers
haubarem Re-


henaufwand sehr gute Ergebnisse liefern.

Ein erster einfa
her Ansatz ist die Verwendung einer so genannten minimalen

Basis mit nur einem Satz von Basisfunktionen für jede besetzte Atoms
hale. (Unter

einem Satz von Basisfunktionen versteht man die Funktionen, die si
h nur dur
h

den winkelabhängigen Anteil unters
heiden, also bspw. px py pz.) Werden n Gauÿ-

Funktionen kontrahiert, um einen Slater-Typ zu reproduzieren, so bezei
hnet man

den Basissatz als STO-nG (n ist meist 3 oder 6). Basissätze dieses Typs sind relativ

�klein�. Dass mit ihnen in man
hen Fällen gute Ergebnisse erzielt werden, muss auf

eine Kompensation entgegengesetzt geri
hteter Fehler zurü
kgeführt werden.

Eine deutli
he Verfeinerung erfährt ein Basissatz dur
h die Verwendung mehre-

rer kontrahierter Gauÿ-Funktionen mit unters
hiedli
hen Exponenten ζ. Diese Ba-
sissätze nennt man dementspre
hend Double-Zeta- bzw. Triple-Zeta-Basissätze (DZ,

TZ). Oft bes
hränkt man diesen Aufwand auf die Valenzelektronen und benutzt so

genannte Split-valen
e-Basissätze. Ein Beispiel: die Notation 4-31G bedeutet: man

kontrahiert vier GTOs zu einer CGTO für die Rumpforbitale und drei bzw. eine

GTO(s) zu zwei CGTOs für die Valenzorbitale. Geometrien, die mit diesen Basis-

sätzen erhalten werden, zeigen s
hon re
ht gute Übereinstimmung mit experimentell

ermittelten.

Um die Polarisation der Ladungsverteilung bei einer Bindungs-Bildung bes-

ser modellieren zu können, hat man zusätzli
he Polarisations-Funktionen einge-

führt. Dazu eignen si
h Funktionen mit höherem Drehimpuls, also d -Funktionen
für die Atome der ersten Langperiode (6-31G

∗
) und zusätzli
he p -Funktionen für

Wasserso�-Atome (6-31G

∗∗
). Basissätze dieses Typs werden als DZP, TZP, TZPP,

et
. notiert. In Molekülen, die dur
h Konjugations- und Polarisations-E�ekte stark

beein�usst werden, sind Basissätze mit Polarisations-Funktionen für eine korrekte

Bes
hreibung unerlässli
h.

Die bisher genannten Notationen für Basissätze sind relativ unsystematis
h und

oft ungenau, so dass man sie häu�g au
h präziser dokumentiert �ndet:

(11s 4p 1d/4s 1p )[3s 2p 1d /2s 1p ℄ bezei
hnet bspw. den 6-31G

∗
-Satz (für die Atome

der ersten Langperiode werden 11 s -, 4 p - und 1 d -GTO zu 3 s -, 2 p - und 1 d -
CGTO kontrahiert, für die Wassersto�-Atome verwendet man 4 s - und 1 p -GTO,
kontrahiert zu 2 s - und einem p -CGTO).
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KAPITEL 2. ENERGIEN 2.3. ELEKTRONISCHE ENERGIEN

Die Bes
hreibung des elektronis
hen Zustandes eines Systems dur
h besetzte

und unbesetzte Molekülorbitale allein ist in vielen Fällen ni
ht ausrei
hend. Man

weiss inzwis
hen, dass man
he Systeme in der Nähe ihres Ionisierungs-Potenzials

eher einem einfa
h geladenen Kation mit einem no
h ni
ht ganz abstrahierten, also

�lo
ker� gebundenen Elektron glei
hen. Einen sol
hen Zustand nennt man in An-

lehnung an das Wassersto�-Atom Rydberg-Zustand. Dementspre
hend ähnelt das

von diesem �lo
ker� gebundenen Elektron besetzte Orbital einem di�usen Atomor-

bital, das si
h über das gesamte Molekül ausdehnt. Häu�g kommt es dabei zur

Mis
hung von Rydberg- und Valenz-Zuständen, so dass in vielen Bere
hnungen

Rydberg-Funktionen in die Basissätze mit einbezogen werden müssen.

Ein weiterer Fall eines Systems, dessen Bere
hnung eine Ergänzung der Standard-

Basissätze erforderli
h ma
hen kann, ist das Anion. Hier werden weitere, �negative

Ionen-Funktionen� genannte Funktionen in den Basissatz aufgenommen, die di�user

als Valenz- und kompakter als Rydberg-Funktionen sind.

2.3.6 Self-Consistent-Field

Im Roothaan-Hall-Verfahren setzt man die Raum-Orbitale ψi als Linearkombina-

tionen eines Satzes von κ Atomorbitalen {φµ} an (LCAO-MO, Abs
hnitt 2.3.3, S.

14):

ψi(1) =
κ∑

µ=1

cµiφµ(1) (2.48)

Dies führt zu einer modi�zierten Hartree-Fo
k-Glei
hung:

f̂(1)
κ∑

µ=1

cµiφµ(1) = ǫi

κ∑

µ=1

cµiφµ(1) . (2.49)

Multipliziert man von links mit φ∗
ν(1) und integriert über dr1, so gelangt man zu

den Roothaan-Hall-Glei
hungen, die einen wesentli
hen S
hritt zur Mas
hinen-

lösbarkeit des Problems darstellen:

κ∑

µ=1

∫
dr1φ

∗
ν(1)f̂(1)cµiφµ = ǫa

κ∑

µ=1

cµi

∫
dr1φ

∗
ν(1)φµ(1) (2.50)

Diese wi
htige Beziehung wird in Kürze gebrau
ht werden.

Na
h der De�nition der Sµν aus Glei
hung 2.31 ergeben si
h die Elemente Über-

lappmatrix S als:

Sµν =

∫
dr1φ

∗
µ(1)φν(1) (2.51)
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Analog zum Fo
k-Operator kennt man die Elemente der Fo
kmatrix F , die si
h
aus einem Einelektronenteil H und einem Zweielektronenteil G zusammen setzt:

Fµν =

∫
dr1φ

∗
µ(1)f̂φν(1)

=

∫
dr1φ

∗
µ(1)ĥ(r1)φν(1) +

n/2∑

a=1

∫
dr1φ

∗
µ(1) [2Ja(1)−Ka(1)]φν(1)

= Hcore
µν +Gµν (2.52)

Die Iteration. Wie in Abs
hnitt 2.3.4 (S. 14) dargestellt, entspri
ht das im Fo
k-

Operator eingesetzte Hartree-Fo
k-Potenzial vHF
Coulomb- und Austaus
h-Integra-

len von Spin- oder Raum-Orbitalen. Diese Orbitale sind von einander abhängig, so

dass eine Lösung auf direktem Weg unmögli
h ist. Daher beginnt man die Re
hnung

zunä
hst mit einer mehr oder weniger gut angesetzten Testfunktion Φ̃, dem so ge-

nannten initial guess. Dann verbessert man die Testfunktion dur
h lineare Variation

mit Lagranges
hen Multiplikatoren ǫij.

∑

i

Fijcj =
∑

j

ǫijSijcj, (2.53)

wobei Fij die Matrixelemente des Fo
k-Operators darstellen. Betra
htet man die

Variation aller HF-Orbitale glei
hzeitig, so haben wir es mit einer Matrix von Ex-

pansions-Koe�zienten cµi zu tun, und wir s
hreiben die Roothaan-Hall-Glei
hungen

2.50 in ihrer Matrix-Form:

FC = SCE. (2.54)

Hier ist c der Vektor der Koe�zienten der Atomorbitale φµ in der Entwi
klung des

Orbitals Ψi. E ist der Vektor der Eigenwerte ǫ.
Diese Prozedur wiederholt man so lange, bis das Hartree-Fo
k-Potenzial, die Spin-

orbitale und/oder die Energie-Eigenwerte konvergieren. Man spri
ht von Selbst-

Konsistenz (self 
onsistent �eld, SCF) und nennt diesen Zustand stationär.

An dieser Stelle stellt die Auswahl der Atomorbital-Basissätze {φi} ein wi
h-

tiges Kapitel der Quanten
hemie dar, da die Qualität der Basen ents
heidenden

Ein�uss einerseits auf die Präzision der Ergebnisse und andererseits auf den re
hen-

te
hnis
hen Aufwand haben (Näheres hierzu wurde bereits im Abs
hnitt 2.3.5, S. 17

diskutiert).

Das Ergebnis. Als Lösung des Self-Consistent-Field-Verfahrens ergibt si
h ein

Satz orthonormaler Hartree-Fo
k Spinorbitale {χk} und Lagranges
he Multiplikato-

ren in Form einer Matrix E. In dieser Form ist das Ergebnis unans
hauli
h und ni
ht

eindeutig bestimmt. Diagonalisiert man diese Matrix aber, so entspre
hen die Dia-

gonalelemente den Orbitalenergien ǫ der jetzt ebenfalls klar de�nierten Spinorbitale,
die man au
h kanonis
he HF-Orbitale nennt.
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Die Deutung. Die Spinorbitale lassen si
h in der Reihenfolge ihrer Energieei-

genwerte ordnen und beispielsweise für die Bes
hreibung des Hartree-Fo
k-Grund-

zustandes |ΨHF
0 〉 sukzessiv mit Elektronen besetzen. Man erhält besetzte Orbitale

χa,b,... und unbesetzte, so genannte virtuelle Orbitale χr,s,..., und es gilt für eine Be-

setzung mit n Elektronen:

|ΨHF
0 〉 = |χ1, χ2, ..., χa, χb, ..., χn〉 (2.55)

Die Energie E0 des Grundzustandes ergibt si
h als Summe aller Orbitalenergien

abzügli
h der dabei doppelt gezählten Elektron-Elektron-We
hselwirkungen zu

E0 =
n∑

a

〈χa|ĥ|χa〉+
1

2

n∑

a

n∑

b

〈χaχb||χaχb〉 (2.56)

Die dur
h Entfernung oder Addition eines Elektrons bere
henbaren Energiedi�eren-

zen sind na
h Koopmans Theorem (Szabo und Ostlund [1996℄) ein Maÿ für Ionisati-

onspotenziale und Elektronena�nitäten.

7

Im Rahmen von Koopmans Theorem wird

somit den Orbitalenergien eine eigentli
h ni
ht vorhandene, physikalis
he Bedeutung

zugeordnet.

Die Varianten. Je na
h Besetzungsgrad und Art der verwendeten Orbitale un-

ters
heidet man drei unters
hiedli
he Hartree-Fo
k-Verfahren:

• RHF = Restri
ted Hartree Fo
k

verwendet Raumorbitale, die jeweils doppelt oder ni
ht besetzt werden dürfen

• ROHF = Restri
ted Open-Shell Hartree Fo
k

verwendet Raumorbitale, die �exibel besetzt werden dürfen

• UHF = Unrestri
ted Hartree Fo
k

verwendet Spinorbitale, die �exibel besetzt werden dürfen

Die RHF-Methode ist das meist genutzte Verfahren, denn es liefert bei verglei
hswei-

se geringem Re
henaufwand gute Ergebnisse für Glei
hgewi
htsgeometrien von Mo-

lekülen im elektronis
hen Grundzustand. Flexibler ist dagegen die UHF-Methode,

da sie au
h spin-relevante Phänomene qualitativ ri
htig erklären kann.

7

Das Koopmans Theorem produziert im Allgemeinen zu hohe Ionenpotenziale und zu nied-

rige Elektronena�nitäten, weil es von �eingefrorenen� Orbitalen ausgeht. Tatsä
hli
h aber

relaxieren Orbitale na
h Addition oder Subtraktion eines Elektrons. Des Weiteren werden

Elektronenkorrelations-E�ekte verna
hlässigt; das allerdings ist eine prinzipielle S
hwä
he der

Hartree-Fo
k-Näherung.
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Die Grenzen. Das SCF-Verfahren erleidet die Restriktionen der Näherungen, die

es benutzt. Eine Slater-Determinante repräsentiert eine Wellenfunktion um so präzi-

ser, je gröÿer ihre Basis ist. Des Weiteren berü
ksi
htigt die Hartree-Fo
k-Näherung

keinerlei Elektronenkorrelations-E�ekte. Denno
h stellen die hier gefundenen Er-

gebnisse eine sehr gute Grundlage für weiterführende Verfahren wie Con�guration

Intera
tion dar, von dem in Kapitel 2.3.11 (S. 31) zu spre
hen sein wird.

Angeregte Kon�gurationen

Da das SCF-Verfahren ni
ht nur einen Satz {χa} der im Grundzustand besetz-

ten, sondern au
h einen Satz {χr} virtueller Spinorbitale ermittelt, ist es mögli
h,

Wellenfunktionen au
h für angeregte Zustände zu formulieren. Na
h den Regeln der

Kombinatorik gibt es

(
k
n

)
Mögli
hkeiten dafür, n (ununters
heidbare) Elektronen auf

k Spinorbitale zu verteilen. Die Darstellung der Wellenfunktion eines angeregten Zu-

standes im Rahmen des SCF-Formalismus ges
hieht dur
h Austaus
h von besetzten

Spinorbitalen gegen virtuelle in der Slater-Determinante des Grundzustandes, der

somit als Referenz fungiert:

|Ψ0〉 = |χ1, χ2, ..., χa, χb, ..., χn〉 Grundzustand

|Ψr
a〉 = |χ1, χ2, ..., χr, χb, ..., χn〉 einfa
he Anregung aus Orbital χa in χr

|Ψrs
ab〉 = |χ1, χ2, ..., χr, χs, ..., χn〉 doppelte Anregung aus den Orbitalen χa,b in χr,s

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. . . . . . n-fa
he Anregung

Da die Zuführung von Anregungsenergie immer zu einer statistis
hen Verteilung/Mi-

s
hung angeregter Kon�gurationen führt, ist keine dieser Determinanten eine akku-

rate Darstellung eines �wirkli
hen� angeregten Zustandes. Allerdings sind diese De-

terminanten nützli
he Bausteine für einen weiterführenden Formalismus, die Con�-

guration Intera
tion (siehe Abs
hnitt 2.3.11, S. 31).

2.3.7 Di
htefunktionaltheorie

Die Su
he na
h einer alternativen Behandlung der ni
ht relativistis
hen zeitunab-

hängigen S
hrödinger-Glei
hung, die imGegensatz zur Hartree-Fo
k-Näherung Elek-

tronen-Korrelations-E�ekte systematis
h mit berü
ksi
htigt, führte in den se
hziger

Jahren zur Di
htefunktionaltheorie (Parr und Yang [1994℄). Ihr formalistis
her An-

satz ist ein ni
ht-quantenme
hanis
her, zumal die zentrale Gröÿe ni
ht mehr eine

Wellenfunktion, sondern die dur
h sie erzeugte Elektronendi
hte ρ(r) ist. Sie ist wie
folgt de�niert:

ρ(r) = n

∫
|Φ({x i})|2 dω1dx 2, . . . , dxn (2.57)
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Darin entspri
ht n der Gesamt-Elektronen-Anzahl, Φ ist die Gesamt-Elektronen-

Wellenfunktion, ω ist eine ni
ht näher de�nierte Spinkoordinate, r die Raumko-

ordinate und x die Gesamtheit beider. Randbedingung ist trivialerweise, dass alle

Elektronen des Systems si
h irgendwo im Raum be�nden müssen:

∫
ρ(r)dr = n (2.58)

Von den Konsequenzen dieser Substitution soll in den folgenden Abs
hnitten die

Rede sein.

2.3.8 Die Theoreme von Hohenberg und Kohn

Hohenberg und Kohn formulierten in den se
hziger Jahren zwei na
h ihnen benannte

Theoreme (Hohenberg und Kohn [1964℄):

1. Dur
h jede Elektronendi
hte wird eindeutig ein externes Potenzial festgelegt:

ρ(r) −→ v(r) (2.59)

Die lässt si
h lei
ht zeigen: Gehen wir von der Annahme aus, dass die Elek-

tronendi
hte ρ(r) zwei externe Potenziale festlege, und nennen wir diese Po-

tenziale v1(r) und v2(r). Folgli
h gäbe es zu jedem Potenzial unters
hiedli
he

Hamilton-Operatoren Ĥ1 und Ĥ2, sowie unters
hiedli
he Wellenfunktionen Ψ1

und Ψ2, die jedo
h na
h Voraussetzung dieselbe Grunzustandsdi
hte aufwei-

sen:

|Ψ1|2 = |Ψ2|2 (2.60)

Na
h dem Variationsprinzip (siehe Abs
hnitt 2.3.1, S. 10) gilt für den Erwar-

tungswert der Energie von Ψ1:

E0
1 = 〈Ψ1|Ĥ1|Ψ1〉 < 〈Ψ2|Ĥ1|Ψ2〉 = 〈Ψ2|Ĥ2|Ψ2〉+ 〈Ψ2|Ĥ1 − Ĥ2|Ψ2〉

= E0
2 + 〈Ψ2|v1(r)− v2(r)|Ψ2〉

(2.61)

Ebenso formuliert man für die Wellenfunktion Ψ2

E0
2 = 〈Ψ2|Ĥ2|Ψ2〉 < 〈Ψ1|Ĥ2|Ψ1〉 = 〈Ψ1|Ĥ1|Ψ1〉+ 〈Ψ1|Ĥ2 − Ĥ1|Ψ1〉

= E0
1 + 〈Ψ1|v2(r)− v1(r)|Ψ1〉

(2.62)
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Es entsteht ein Glei
hungssystem, das zum Widerspru
h führt:

∣∣∣∣∣∣∣

E0
1 < E0

2 +

∫
ρ(r) [v1(r)− v2(r)] dr

E0
2 < E0

1 +

∫
ρ(r) [v2(r)− v1(r)] dr

∣∣∣∣∣∣∣
⇐⇒ E0

1 + E0
2 < E0

2 + E0
1

(2.63)

Die Zuordnung eines externen Potenzials ist also tatsä
hli
h eindeutig, so dass

die folgende Formulierung der Energie als Funktional der Di
hte gere
htfertigt

ist:

E[ρ(r)] = Vke[ρ(r)] + T [ρ(r)] + Vee[ρ(r)]

=

∫
ρ(r)v(r)dr + T [ρ(r)] + Vee[ρ(r)] (2.64)

In der potenziellen Elektron-Elektron-We
hselwirkungsenergie enthalten ist

die klassis
he Coulomb-Repulsion J , nunmehr ebenfalls ein Funktional der

Di
hte:

J [ρ(r)] =
1

2

∫∫
− 1

r12
ρ(r 1)ρ(r 2)dr 1dr 2 (2.65)

2. Das zweite HK-Theorem lautet: �Jedem Potenzial v(r) kann man eine räum-

li
he Wellenfunktion Ψ(r) zuordnen�:

ρ(r) −→ v(r) −→ Ψ(r) (2.66)

Dieser s
heinbare Rü
ks
hritt in das gewohnte Umfeld der Quanten
hemie er-

mögli
ht eine variationelle Optimierung der Elektronendi
hte ρ(r) über den

Umweg der Wellenfunktion Ψ(r) unter der Maÿgabe der Energie-Minimierung.

Na
h dem Variationsprinzip gilt für jede �Test-Di
hte� ρ̃(r) und jede Testfunk-
tion Ψ̃(r):

E[ρ̃(r)] = E[Ψ̃(r)] ≥ E[Ψ(r)] = E[ρ(r)] (2.67)

Da also

E[ρ̃(r)] = 〈Ψ̃(r)|Ĥ|Ψ̃(r)〉 =

∫
ρ̃(r)v(r)dr + T [ρ̃(r)] + V [ρ̃(r)] ,

(2.68)
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erhält man unter Verwendung der Nebenbedingung 2.58 die optimierte Elek-

tronendi
hte dur
h Lösung der folgenden Glei
hung mittels Lagranges
her

Multiplikatoren λ:

0 = δE[ρ(r)] − λ δ

(
n−

∫
ρ(r)dr

)

⇒ λ = v(r) +
δT [ρ(r)]

δρ(r)
+
δVee[ρ(r)]

δρ(r)

(2.69)

Wäre die funktionale Abhängigkeit der kinetis
hen Energie T [ρ] und und der poten-

ziellen Energie Vee[ρ] bekannt, dann könnte man Glei
hung 2.69 exakt lösen. Statt

dessen bedarf es au
h im Falle der Di
htefunktionale einer geeigneten Näherung für

die kinetis
he Energie T und die We
hselwirkungsbeiträge der Elektronen Vee.

Die Kohn-Sham-Glei
hungen

Bei der Herleitung des Kohn-Sham-Formalismus betra
htet man zunä
hst ein �k-

tives, aber ges
hlossen bere
henbares System ohne Elektron-Elektron-We
hselwir-

kungen, verglei
ht die Ergebnisse mit dem ni
ht bere
henbaren realen System und

versu
ht ans
hlieÿend, den Fehler zu quanti�zieren.

Im gedankenexperimentellen System S ohne Elektron-Elektron-We
hselwirkun-

gen de�niert man die so genannte Kohn-Sham-Determinante für n Elektronen

in n Orbitalen φi gemäÿ

TS[ρ(r)] =
n∑

i

〈φi| −
1

2
∇2|φi〉 mit ρ(r) =

n∑

i

|φi(r)|2 (2.70)

Die verwendeten Orbitale φi(r) genügen der Eigenwertglei
hung

[
−1

2
∇2 + vS(r)

]
φi(r) = ǫiφi(r) (2.71)

Das Potenzial vS ist ein formalistis
hes Auxiliar, das gerade so konstruiert wird,

dass das ni
ht-we
hselwirkende System dieselbe Elektronendi
hte erzeugt wie das

real we
hselwirkende:

ρnicht−ww = ρww (2.72)

Da die Elektronendi
hten des ni
ht- und des we
hselwirkenden Systems glei
h sind,

und die Energie ein Funktional dieser Di
hte ist, kann man die Systemenergie in

Termen des ni
ht-we
hselwirkenden Systems angeben:

E[ρ(r)] = TS[ρ(r)] +

∫
vS(r)ρ(r)dr (2.73)
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Der Verglei
h mit Glei
hung 2.64 des we
hselwirkenden Systems führt zu folgendem

Ausdru
k:

E[ρ(r)] =

∫
vS(r)ρ(r)dr + TS[ρ(r)] + J [ρ(r)]

+
(
T [ρ(r)]− TS[ρ(r)]

)
+
(
Vee[ρ(r)]− J [ρ(r)]

)

︸ ︷︷ ︸
= EXC[ρ(r)]

(2.74)

Im Austaus
h-Korrelations-Funktional EXC[ρ(r)] enthalten sind demgemäÿ ein Kor-

rekturfaktor für die kinetis
hen Energien, sowie alle Elektron-Elektron-We
hselwir-

kungsbeiträge, die dur
h das Coulomb-Funktional J [ρ(r)] entweder gar ni
ht oder
fals
h erfasst werden. Dazu zählt insbesondere die so genannte dynamis
he Korrela-

tion, die man vereinfa
hend als eine zeitabhängige Verringerung des Bewegungs-

spielraumes eines einzelnen Elektrons dur
h die Repulsion der zum Zeitpunkt t
zufällig bena
hbarten Elektronen verstehen kann. Das entspre
hende Austaus
h-

Korrelations-Potenzial vXC(r) erhält man als Funktionalableitung

vXC(r) =
δEXC[ρ(r)]

δρ(r)
, (2.75)

und man formuliert die Kohn-Sham-Glei
hungen in Form einer Eigenwert-Glei
hung:

[
−1

2
∇2 + v(r) + J [ρ(r)] + vXC(r)

]
φi = ǫiφi (2.76)

Als Kohn-Sham-Potenzial vKS de�niert man zusammenfassend

vKS(r) = v(r) + J [ρ(r)] + vXC(r) , (2.77)

die Orbitale φi werden na
h ihrer �Herkunft� und in Abgrenzung von den in Hartree-

Fo
k-Näherung ermittelten Wellenfunktionen Kohn-Sham-Orbitale genannt.

Austaus
h-Korrelations-Funktionale

Die Qualität der Ergebnisse einer Kohn-Sham-basierten Re
hnung ist besonders eng

verknüpft mit der Qualität des Austaus
h-Korrelations-Potenzials vXC(r). Um den

enormen Ges
hwindigkeitsgewinn der DFT ni
ht mit einem ebenso groÿen Verlust

an Präzision bezahlen zu müssen, wurde in den vergangenen 15 Jahren sehr viel

quanten
hemis
hes Know How in die Entwi
klung geeigneter Funktionale geste
kt

(Johnson u. a. [1993℄; Handy [1988℄; Cohen und Handy [2000℄). Dabei hat si
h eine

grundsätzli
he Trennung von Austaus
h- und Korrelations-Funktionalen dur
hge-

setzt.
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Eine häu�g genutzte Vorgehensweise in beiden Fällen ist ein physikalis
h fun-

dierter initial guess und dessen Justierung dur
h Verglei
h mit einem geeigneten

Bezugssystem. Als sol
hes wurde in einem frühen nahe liegenden Ansatz das Modell

des homogenen (spin-polarisierten) Elektronengases � au
h �Jellium� genannt �

als Bere
hnungsgrundlage heran gezogen. Kennzei
hen dieses �ktiven Systems sind

eine glei
hförmige Verteilung der Elektronen und eine glei
hförmig verteilte positive

Ladung. Es ist das einfa
hst denkbare Vielkörpersystem, das denno
h über seine

Di
hte vollständig de�niert ist. Später hat man versu
ht, dieses Modell zu verfei-

nern und den tatsä
hli
hen Verhältnissen in Molekülen anzuglei
hen und gelangte

so z.B. zum so genannten �fast homogenen� Elektronengas (Gill [1998℄). Den letz-

ten �S
hli�� bekommen man
he Austaus
h-Korrelations-Funktionale erst dur
h die

Anpassung an einen Satz repräsentativer experimenteller Ergebnisse, weshalb man

sie als �semiempiris
h� betra
hten kann.

Austaus
h-Funktionale. Die Austaus
h-Energie im homogenen Elektronengas

wurde von Dira
 [1930℄ angegeben mit

Ehom.
X = −3

2

(
3

4π

)1/3∑

σ

∫
[ρσ(r)]4/3dr . (2.78)

Die Erweiterung der Betra
htungen auf den inhomogenen Fall führt zur so genannten

Lokalen Spin-Di
hte Näherung (LSDA), die in Austaus
h- und Korrelations-

Anteil gegeben ist dur
h das Integral

Einhom.
XC =

∫
ǫXC [ρα(r), ρβ(r)] dr (2.79)

Man bea
hte die Separation des Integranden in lokale Spin-Di
hten für α- und β-
Spin. Bezieht man den Gradienten der Di
hte ∇ρ(r) als Quanti�zierung der Inho-

mogenität mit in Funktional mit ein (von Weizsä
ker [1935℄), so gelangt man zu

Potenzialen des GGA-Typs (GGA - generalized gradient approximation)

EGGA
XC =

∫
f [ρα(r), ρβ(r),∇ρα(r),∇ρβ(r)] dr . (2.80)

Formalistis
he Probleme mit diesem Funktional-Typus überwand Be
ke [1988℄ mit

der Einführung des korrekten asymptotis
hen Verhaltens im Austaus
h-Funktional

�B88�:

EX = −1

2

∫
ρσ(r)

r

dr mit lim
r→∞

EX = 0 (2.81)

Obwohl damit die Qualität der Austaus
h-Funktionale gesteigert werden konnte,

beoba
htete Be
ke, dass die Verwendung von Mis
hformen aus GGA-Funktionalen

und der �exakten� Hartree-Fo
k-Austaus
h-Energie no
h deutli
h bessere Ergebnisse
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hervorbringt. Die Entwi
klung führte über ein Hybrid mit glei
hen Anteilen GGA

und HF im Funktional �Be
ke (half & half)� zu einem Funktional mit empiris
h

ermitteltem Mis
hungsverhältnis namens �B3� (Be
ke [1993b℄):

EX = c0E
HF
X + (1− c20)EGGA

X (2.82)

Der Mis
hungs-Parameter c0 hat einen Wert von 
a. 0.2.

Korrelations-Funktionale. Die Form der Korrelations-Funktionale ist sehr kom-

plex und soll hier ni
ht im Einzelnen aufgeführt werden. Ni
htsdestotrotz sind sie

physikalis
h fundiert und wurden an Modellsystemen parameterisiert. Besonders zu

nennen sind das im Zusammenhang mit der LSDA-Näherung entstandene VWN-

Funktional (Vosko u. a. [1980℄), die Funktionale von Perdew und Wang [1992℄ sowie

das heute meist verwendete LYP-Funktional (benannt na
h Lee u. a. [1988℄).

Austaus
h- und Korrelations-Funktionale lassen si
h im Prinzip rekombinieren

� beispielsweise zu S-VWN oder B3-LYP. Da ein exakter Ausdru
k für vXC bis-

her unbekannt ist, su
ht man au
h weiterhin na
h ab initio Funktionalen, die der

Di
htefunktionaltheorie zu weiterem Erfolg verhelfen könnten.

2.3.9 Verglei
h zwis
hen Hartree-Fo
k und Kohn-Sham

Bei einer Entwi
klung der Orbitale φi in eine Basis von Spinorbitalen {χα} gemäÿ

φi =
∑

α

cαiχα (2.83)

erhält man die Hartree-Fo
k-Glei
hungen in der Form

∑

β

〈
χα

∣∣∣∣−
1

2
∇2 + v(r) +

∫
ρ(r ′)

|r − r ′|dr
′ −
∫ ∑

j

φj(r)φj(r
′)

|r − r ′| dr ′P
rr

′ − ǫi
∣∣∣χβ

〉
cβi = 0

(2.84)

Eine analoge Formulierung der Kohn-Sham-Glei
hungen lautet:

∑

β

〈
χα

∣∣∣∣−
1

2
∇2 + v(r) +

∫
ρ(r ′)

|r − r ′|dr
′ + vXC(r) − ǫi

∣∣∣∣χβ

〉
cβi = 0

(2.85)

Darin ist P
rr

′
die sog. Di
hte-Matrix. Man erkennt, dass der ents
heidende Un-

ters
hied beider Näherungen in der Behandlung der Austaus
h- bzw. Korrelations-

Beiträge liegt:

HF DFT

−
∫ ∑

j

φj(r)φj(r
′)

|r − r

′| dr ′P
rr

′ ←→ vXC(r)
(2.86)

Drei Dinge fallen auf:

28



KAPITEL 2. ENERGIEN 2.3. ELEKTRONISCHE ENERGIEN

1. Die Implementierung der Di
htefunktional-Näherung in bestehende Hartree-

Fo
k-Algorithmen ist dur
h Austaus
h der Ausdrü
ke in Glei
hung 2.86 prin-

zipiell immer mögli
h.

2. Je na
hdem, wel
hes Austaus
h-Korrelations-Funktional verwendet wird, kann

man mit einem erhebli
hen Ges
hwindigkeitsgewinn re
hnen, weil aufwändige

Matrixoperationen entfallen.

3. Über das Austaus
h-Korrelations-Funktional kann au
h die im Umfeld der

Hartree-Fo
k-Näherung verna
hlässigte dynamis
he Korrelations-Energie nä-

herungsweise in ein Eindeterminanten-Verfahren einbezogen werden.

2.3.10 Resolution of the Identity

Ein eher heuristis
hes Anliegen der Theoretis
hen Chemie ist die Entwi
klung geeig-

neter Methoden zur Einsparung re
hente
hnis
her Ressour
en. Im Umfeld elektro-

nis
her ab initio Kalkulationen erzeugen insbesondere die spei
herintensiven Vier-

Index-Zwei-Elektronen-Integrale Probleme; allgemein in Mulliken-Notation:

(ij|kl) =

∫
φ∗

i (1)φj(1)
1

r12
φ∗

k(2)φl(2)dτ (2.87)

Folgli
h ma
ht es dur
haus Sinn, na
h alternativen Darstellungen dieser Integrale

zu su
hen, die den Spei
herbedarf verringern, ohne die Präzision der Ergebnisse we-

sentli
h zu beeinträ
htigen.

Gesu
ht ist eine Methode, die den formalistis
hen Aufwand auf die Komplexität

von hö
hstens Drei-Index-Integralen reduziert. Mathematis
h gelingt diese Reduk-

tion dur
h Eins
hub eines Einheitsoperators Î, gegeben als

Î =
∑

m

|m)(m| (2.88)

mit der Hilfsbasis |m). Dieses Vorgehen nennt man resolution of the identity. In

Abhängigkeit davon, ob die verwendete Hilfsbasis orthonormal ist oder ni
ht, unter-

s
heidet man zwei Fälle:

1. |m) ist orthonormal
Dur
h Einfügen der Hilfsbasis errei
ht man die gewüns
hte Reduktion auf

Drei-Index-Integrale:

(ij|kl) =
∑

m

(ijm)(m|kl) (2.89)

Darin steht (ijm) für ein Drei-Index-Ein-Elektron-Integral der Form

(ikm) =

∫
φ∗

i (1)φj(1)φm(1)dτ , (2.90)
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und (m|kl) repräsentiert ein Drei-Index-Zwei-Elektronen-Repulsions-Integral

(m|kl) =

∫
φ∗

m(1)
1

r12
φ∗

k(2)φl(2)dτ (2.91)

Der Eins
hub führt nur dann wirkli
h zur Identität, wenn die Basis |m) voll-
ständig ist.

2. |m) ist ni
ht orthonormal
In diesem Fall lautet der korrekte Identitätsoperator

Î =
∑

m

∑

n

|m)(n|
Smn

, (2.92)

und der Eins
hub führt zu

(ij|kl) =
∑

mn

(ijm)(n|kl)
Smn

. (2.93)

Da reale Hilfsbasen im Allgemeinen weder orthonormal no
h vollständig sind, ist die

resolution of the identity immer eine Näherung und als sol
he mit einem gewissen

Fehler behaftet.

Dieser Fehler lässt si
h allerdings deutli
h minimieren, indem man eine zweite

Hilfsbasis einfügt und das entstandene Produkt variationell optimiert:

φi(r)φj(r) = |ij) ≈ ∑
m C

ij
m|m) = |Θij) (2.94)

Darin ist C
ij
m eine Koe�zienten-Matrix. Der dabei gema
hte Fehler lässt si
h formu-

lieren als eine Restfunktion Rij mit

Rij(r) = φi(r)φj(r)−Θij . (2.95)

Die Güte der RI-Näherung hängt also nur no
h davon ab, ob es gelingt, den Fehler

Rij(r) zu minimieren. Dazu gibt es vers
hiedene Mögli
hkeiten. Die nä
hstliegende

ist die der Minimierung der Funktionsnorm ‖(RijRij)‖. Sie führt zu der Substitution

(ij|kl) =
∑

tuvw

(ijt)S−1
tu VuvS

−1
vw (wkl) mit Vuv = (u|v) = 〈u|r−1

12 |v〉 (2.96)

Vuv sind Zwei-Index-Zwei-Elektronen-Repulsionsintegrale. Vahtras u. a. [1993℄ konn-

ten zeigen, dass weder die �S�-Näherung aus Glei
hung 2.93, no
h die in Glei
hung

2.96 formulierte �SVS�-Näherung realistis
he Geometrieparameter liefern. Alterna-

tiv s
hlagen sie das formalistis
he Konstrukt einer Restfunktions-Selbstrepulsion
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(Rij|Rij) als Objekt der Minimierung vor. Man erhält z.B. für ein Vier-Index-Zwei-

Elektronen-Integral

(ij|kl) =
∑

tu

(ij|t)V −1
tu (kl|u) . (2.97)

Die Verwendung der RI-Näherung in seiner �V�-Variante führt zu guten Ergebnissen

und wurde daher in der Turbomole-Suite implementiert. Sinn ma
ht sie immer

dann, wenn ihr Spei
herbedarf, der mit n2×m skaliert, kleiner ist als der Spei
her-

bedarf ohne RI-Näherung, der bei n4
liegt

8

. Au
h die Wahl des Hilfsbasissatzes ist

daher eine Gratwanderung zwis
hen Präzision bei groÿen und Ges
hwindigkeit bei

kleinen Sätzen {|m)}.

2.3.11 Elektronenkorrelation

Für eine präzisere Erfassung der Elektron-Elektron-We
hselwirkungen ist die Vor-

stellung eines Elektrons im e�ektiven statis
hen Feld der anderen Elektronen ni
ht

ausrei
hend. Die Hartree-Fo
k-Näherung ist daher mit einem systematis
hen Fehler

behaftet, der so genannten Korrelationsenergie (Wigner [1934℄). Diese ist de�niert

als die Di�erenz zwis
hen der im Rahmen ni
ht relativistis
her Bere
hnungen exak-

ten Energie und dem Hartree-Fo
k-Limit:

Ecorr = Enichtrel.
exakt − EHF

0 (2.98)

Da die Korrelationsenergie häu�g in der Gröÿenordnung 
hemis
her Bindungen

liegt

9

, stellt si
h die Frage na
h einer geeigneten Methode, die Ecorr mit erfassen

kann.

Die Tatsa
he, dass der tatsä
hli
he elektronis
he Zustand eines Systems selten

dur
h nur eine einzelne elektronis
he Besetzung vollständig bes
hrieben wird, führt

zum Prinzip der Con�guration Intera
tion. Im CI-Verfahren setzt man als Wellen-

funktion Φ ni
ht mehr nur eine einzelne sondern vielmehr eine Linearkombination

mehrerer Slater-Determinanten an und bestimmt die Koe�zienten dur
h lineare Va-

riation (Ritzs
hes Variationsprinzip). In der Regel benutzt man hierfür die Slater-

Determinanten angeregter Zustände in der Spinorbital-Basis {χi}, die man mit einer

SCF-Kalkulation ermittelt hat (siehe hierzu Abs
hnitt 7, S. 22).

|Φ〉 = c0 |Ψ0〉 +
∑

ra

cra |Ψr
a〉 +

∑

a<b

r<s

cab
rs

∣∣Ψab
rs

〉
+
∑

a<b<c

r<s<t

cabc
rst

∣∣Ψabc
rst

〉
+ . . .(2.99)

Die Wellenfunktionen |Ψr
a〉 und

∣∣Ψab
rs

〉
nennt man Con�guration State Fun
tion, oder

kurz CSFs.

10

(Mit a > b ist Summation über alle a und alle b > a gemeint. Andere

8

mit n = Anzahl der Elektronen, und m = Gröÿe der Hilfsbasis

9

Sie liegt oft bei 
a. 1% der Gesamtenergie.

10

Eine CSF ist etwas detaillierter gesagt eine Linearkombination von Determinanten mit glei
her

Besetzung von räumli
hen Orbitalen, aber unters
hiedli
her Spin-Einstellung. Die Linearkombina-
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Summationen folgen analog.)

An dieser Stelle bietet si
h an, den Begri� der �statis
hen Korrelation� zu erläu-

tern, der im Zusammenhang mit CI-Verfahren häu�g bemüht wird: In (uns
harfer)

Abgrenzung von der dynamis
hen Korrelationsenergie (S. 26) bezieht man si
h hier

auf E�ekte, die vor allem dur
h die Existenz energetis
h nahe bena
hbarter Zu-

stände herrührt. Demgemäÿ hat man es z.B. bei Dissoziationen von kovalenten Bin-

dungen mit statis
hen Korrelationse�ekten zu tun, die mit der Linearkombination

der entspre
henden Wellenfunktionen der beteiligten Zustände in der Gesamtwel-

lenfunktion oft gut erfasst werden kann. Geeignete Verfahren zur Behandlung von

sol
hen Problemen sind daher gerade die CI-Verfahren, CAS-Modelle et
. Statis
he

und dynamis
he Korrelationsenergie-Beiträge sind stabilisierend.

Die im Falle der (DFT)-MRCI zu lösende Eigenwertglei
hung hat die folgende

Form:

(H− EI)C = 0 (2.100)

Darin entspri
ht H der Hamilton-Matrix mit den Elementen 〈CSFi|Ĥ|CSFj〉, E

dem Vektor der Eigenwerte, I der Einheitsmatrix und C der Koe�zienten-Matrix.

Die Lösung erhält man, indem man dur
h Variation der Koe�zienten die Energie

minimiert. Der niedrigste Eigenwert repräsentiert den Grundzustand inklusive der

Korrelationsenergie, die si
h nun explizit angeben lässt (S. 237 im Bu
h von Szabo

und Ostlund [1996℄):

Ecorr =
∑

a<b

r<s

crs
ab 〈Ψ0|Ĥ|Ψrs

ab〉 (2.101)

Die höheren Energie-Eigenwerte sind den angeregten Zuständen zuzuordnen. Man

�ndet, dass insbesondere angeregte Zustände ni
ht mehr dominant nur dur
h eine

einzelne, formal �angeregte� SCF-Slater-Determinante, sondern vielmehr als �Hy-

brid� mehrerer angeregter Slater-Determinanten bes
hrieben werden.

Wählt man für die Bere
hnung sämtli
he

(
k
n

)
mögli
hen Slaterdeterminanten

aus, so ist die Qualität der Ergebnisse besonders ho
h; der tiefste Energiewert gilt

(bei unendli
her Basis) als die exakte ni
ht relativistis
he Systemenergie. Unglü
k-

li
herweise liegen die re
hente
hnis
hen Anforderungen dieses Vorgehens, das Full

CI genannt wird, au
h bei Verwendung endli
her Basissätze fast immer jenseits ver-

fügbarer Ressour
en, und es ers
heint notwendig, die Anzahl der in die Re
hnung

einbezogenen Determinanten zu reduzieren. Das gelingt mit einer Reihe von �Aus-

wahlregeln�:

1. Nur Determinanten glei
hen Gesamt-Spins können miteinander we
hselwirken

(siehe Fuÿnote oben, liegt im Verwenden von CSFs begründet)

tion ist dabei so gewählt, dass eine CSF eine Eigenfunktion zum Spinoperator Ŝ2
ist, demna
h also

eine de�nierte Multiplizität hat. Dies tri�t für o�ens
halige Determinanten i.A. ni
ht zu.
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2. Na
h Brillouins Theorem (Szabo und Ostlund [1996℄) gibt es keinerlei Kopp-

lungen zwis
hen dem Grundzustand und einfa
h angeregten Determinanten.

3. Hamilton-Matrix-Elemente von Determinanten-Paaren, die si
h um mehr als

zwei Anregungsgrade unters
heiden, sind Null. Dies ist eine Konsequenz der

Orthogonalität ihrer Orbitale.

Au
h na
h der Eliminierung irrelevanter Determinanten bzw. Matrixelemente bleibt

der Re
henaufwand für ein CI-Verfahren ohne weitere Maÿnahmen sehr groÿ. Es

treten hier zwei wesentli
he Probleme auf: Zum Einen ist ein SDCI ni
ht gröÿen-

konsistent (size 
onsistent), was zu Problemen führt, wenn man Systeme mit relativ

vielen Elektronen behandelt (und was im Übrigen au
h der Grund dafür ist, dass

kein Programm existiert, dass periodis
he Systeme mit CI-Verfahren bere
hnet).

Zum Anderen ist eine CI-Entwi
klung zur Bes
hreibung von dynamis
her Korre-

lation nur sehr langsam konvergent, d.h. man benötigt Millionen von CSFs, was

re
hneris
h S
hwierigkeiten bereitet. Wesentli
he Stärken von CI-Methoden liegen

in ihrem variationellen Charakter (vgl. S. 10), und darin, dass man einen Zugang zu

einem Groÿteil statis
her Korrelationsenergie erhält. Eine Kombination aus CI und

DFT-Verfahren sollte sowohl dynamis
he als au
h statis
he Korrelationsbeiträge er-

fassen, was uns zum nä
hsten Kapitel führt.

2.3.12 Di
htefunktionale in CI-Methoden

Die Implementierung der Di
htefunktionaltheorie in Mehrdeterminanten-Verfahren

verspri
ht die Berü
ksi
htigung statis
her (CI) und dynamis
her (DFT) Elektronen-

Korrelation zuglei
h: Man kombiniert in einem Variationsverfahren die e�ziente

Auswertung der dynamis
hen Korrelation über Di
htefunktionale mit dem Einbe-

ziehen höherer Anregungen in einer (MR-)CI-Entwi
klung � Letztere erfasst die

wesentli
hen Anteile statis
her Korrelationsenergie (Grimme [1996℄; Grimme und

Waletzke [1999b℄). Die CI-Entwi
klung kann so wesentli
h kürzer gehalten werden,

was massive Zeitersparnis na
h si
h zieht (Waletzke [2001℄).

DFT/SCI

Bes
hränken wir uns zunä
hst auf ein Hartree-Fo
k-basiertes �Singles CI�, also ei-

ne CI-Variante, die sämtli
he Einfa
h-Anregungs-Determinanten |Ψr
a〉 aus einem

Hartree-Fo
k-SCF-Verfahren in die Bere
hnungen mit einbezieht, gemäÿ

|ΦSCI〉 = c0 |Ψ0〉 +
∑

ar

cra |Ψr
a〉 . (2.102)

Die resultierende SCI-Hamilton-Matrix enthält für Singulett- und Triplett-Zustände

jeweils drei Klassen unters
hiedli
her Matrix-Elemente. Diese sind in Mulliken-No-
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tation:

Singulett (Hartree-Fo
k):

〈Ψr
a|Ĥ − E0|Ψr

a〉 = (ϕr|f̂ |ϕr)− (ϕa|f̂ |ϕa)− (ϕaϕa|ϕrϕr) + 2(ϕaϕr|ϕaϕr)

= ǫr − ǫa − Jar + 2Kar (2.103)

〈Ψ0|Ĥ|Ψr
a〉 =

√
2(ϕa|f̂ |ϕr) (2.104)

〈Ψr
a|Ĥ|Ψs

b〉 = (ϕr|f̂ |ϕs)δab − (ϕa|f̂ |ϕb)δrs − (ϕaϕb|ϕrϕs) + 2(ϕaϕr|ϕbϕs)

(2.105)

Triplett (Hartree-Fo
k):

〈Ψr
a|Ĥ − E0|Ψr

a〉 = (ϕr|f̂ |ϕr)− (ϕa|f̂ |ϕa)− (ϕaϕa|ϕrϕr)

= ǫr − ǫa − Jar (2.106)

〈Ψ0|Ĥ|Ψr
a〉 =

√
2(ϕa|f̂ |ϕr) (2.107)

〈Ψr
a|Ĥ|Ψs

b〉 = (ϕr|f̂ |ϕs)δab − (ϕa|f̂ |ϕb)δrs − (ϕaϕb|ϕrϕs) (2.108)

mit

Ĥ Ein- und Zwei-Elektronen-Hamilton-Operator

f̂ Fo
k-Operator

E0 Hartree-Fo
k Grundzustandsenergie-Erwartungswert

J Coulomb-Integral

K Austaus
h-Integral

ǫ Hartree-Fo
k-Orbitalenergie

δ Krone
ker-Delta

In den Matrix-Elementen für Triplett-Zustände vers
hwinden erwartungsgemäÿ (d.h.

wegen der Spin-Integration) die Austaus
h-Integrale K.

Verwendet man nun Kohn-Sham-Orbitale anstatt der Hartree-Fo
k-Determinan-

ten, so sind einige Modi�kationen notwendig; (man bleibt allerdings bei den HF-

basierten Energieausdrü
ken): Während besetzte HF- und KS-Orbitale einander äh-

neln, sind virtuelle KS-Orbitale im Allgemeinen kompakter als die korrespondierende

Hartree-Fo
k-Funktion. Dies hat zwei formalistis
he Konsequenzen:

1. Virtuelle Kohn-Sham-Orbitale sind in der Regel bereits re
ht gute Bes
hrei-

bungen angeregter Zustände, so dass deren Energiedi�erenzen ∆ǫar = ǫr − ǫa
zweier Orbitale Ψr und Ψa eher die tatsä
hli
he Anregungsenergie wiederge-

ben als ihre Hartree-Fo
k-Pendants. (Als Faustregel lässt si
h sagen, dass HF-

Di�erenzen eher zu groÿ und KS-Di�erenzen eher zu klein resultieren.) Das

hat zur Folge, dass die Coulomb-�Korrektur� (−Jar), die für die wesentli
h

gröÿeren HF-Orbital-Di�erenzen no
h angemessen ist, KS-Orbitaldi�erenzen
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deutli
h zu stark reduziert. Daher wird die Subtraktion des Coulomb-Integrals

dur
h einen empiris
hen Faktor c1 �abgepu�ert�:

Jar −→ c1Jar (2.109)

c1 wurde anhand einer Reihe repräsentativer Moleküle angepasst und variiert

je na
h verwendetem Funktional zwis
hen 0.2 und 0.4. Er beein�usst in glei
her
Weise jedes Matrix-Element mit Coulomb-Termen. Das "Be
ke Half & Half-

Funktional (Be
ke [1993a℄) erwies si
h hier als günstigste Wahl.

2. Matrix-Elemente der Form 〈Ψ0|Ĥ|Ψr
a〉 liefern einen Energiebeitrag dur
h de-

fa
to-Relaxation des angeregten Molekülorbitals Ψr
a bezügli
h des Grundzu-

standes Ψ0. Diese Relaxation ist bei Kohn-Sham-Orbitalen ni
ht mehr not-

wendig, so dass man diese Beiträge verna
hlässigt. (Im HF-Fall sind sol
he

Matrix-Elemente ohnehin Null wegen des Brillouin-Theorems.) Glei
hes gilt

für Kopplungen von einfa
h angeregten Kon�gurationen Ψr
a untereinander:

〈Ψ0|Ĥ|Ψr
a〉 = 0 (2.110)

〈ϕr|f̂ |ϕs〉 = 0 (2.111)

Unzurei
hende Ergebnisse bei Inners
halen-angeregten Zustände und sol
hen Zu-

ständen, für die Anregungen aus lone-pair- oder σ-Orbitalen in MOs mit kleinem

räumli
hen Überlapp eine Rolle spielen, veranlassten Grimme zu einer Verfeinerung

des Verfahrens dur
h die Einführung eines weiteren Korrekturterms ∆ als Funktion

der Orbital-Energie ǫ und des Austaus
h-Integrals K:

∆ → ∆(ǫ,K) = −0, 025ǫ+ c2e
−c3K4

(2.112)

Zusammenfassend erhält man folgende, DFT-adaptierte Matrix-Elemente für SCI-

Bere
hnungen:

〈Ψr
a|Ĥ − E0|Ψr

a〉 = ǫKS
r − ǫKS

a − c1Jar + 2Kar + ∆(ǫar, Kar) (2.113)

〈Ψ0|Ĥ|Ψr
a〉 = 0 (2.114)

〈Ψr
a|Ĥ|Ψs

b〉 = −c1(ϕaϕb|ϕrϕs) + 2(ϕaϕr|ϕbϕs) (2.115)

Das bes
hriebene Verfahren liefert gute Ergebnisse, aber es stöÿt an seine Gren-

zen, wenn es um akkurate Bere
hnungen angeregter Zustände gröÿerer Systeme

geht. Es gab des Weiteren Probleme mit Zuständen, die biradikalis
hen Charakter

bzw. sol
hen, die Doppelanregungs
harakter aufweisen. Das führte 1999 zu der im

folgenden Abs
hnitt erläuterten, methodis
hen Weiterentwi
klung.
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DFT/MRCI

Drei wesentli
he Veränderungen konnten Präzision, E�zienz und den Anwendungs-

spielraum des DFT/SCI-Verfahrens no
h deutli
h steigern:

• Dur
h die Verna
hlässigung höherer als Einfa
h-Anregungs-Determinanten im

SCI-Verfahren nimmt man einen systematis
hen Fehler in Kauf. Da dies er-

fahrungsgemäÿ die Genauigkeit der Bere
hnungen von angeregten Zuständen

stark beeinträ
htigt, werden prinzipiell au
h Doppelt-Anregungs-Determinan-

ten einbezogen:

|Φ〉 = c0 |Ψ0〉 +
∑

ra

cra |Ψr
a〉 +

∑

a<b

r<s

cab
rs

∣∣Ψab
rs

〉
(2.116)

Der zugrunde liegende Algorithmus ist also nunmehr ein SDCI.

• Zur genauen Bes
hreibung elektronis
h angeregter Zustände ers
heint es sinn-

voll, die wi
htigsten Kon�gurationen als Grundlage für weitere Anregungen

zuzulassen, so dass ni
ht mehr nur die Determinante des Grundzustandes als

Referenz dient, sondern vor der Re
hnung eine bestimmte Auswahl getro�en

werden kann. Ein sol
her Ansatz erhält das Prä�x �Multireferenz� MR.

• Damit au
h groÿe System mit vertretbarem re
hneris
hen Aufwand kalku-

lierbar bleiben, reduziert man den stark expandierten Multireferenz-Singles-

Doubles-We
hselwirkungsraum auf eine Reihe automatis
h anhand ihres zu

erwartenden Beitrages ausgewählter Kon�gurationen.

Das bes
hriebene DFT/MRCI-Verfahren emp�ehlt si
h dur
h ausgezei
hnete Ergeb-

nisse bei verglei
hsweise geringem Re
henaufwand au
h und gerade für angeregte

Zustände. Die Tatsa
he, dass die Methode ihre Qualität au
h bei Bere
hnungen an

Molekülen auÿerhalb des Testsets unter Beweis stellt, unterstützt die These, dass

die Konstanten c1− c5 physikalis
h fundiert sind, au
h wenn sie empiris
h ermittelt

wurden. Au
h ein �Doppelt-Zählen� dynamis
her Korrelationsbeiträge dur
h Kohn-

Sham-Orbitale einerseits und höhere Anregungen andererseits entfällt so.
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Kapitel 3

Das Konzept der Potenzial�ä
hen

Auf der Grundlage der Born-Oppenheimer Näherung (Abs
hnitt 2.2, S. 7) separiert

man Kern- und Elektronen-Koordinaten und formuliert die elektronis
he S
hrödin-

ger-Glei
hung. Die im voran Gegangenen vorgestellten Näherungen und Bere
h-

nungsmethoden widmen si
h auss
hlieÿli
h der Ermittlung elektronis
her Energi-

en dur
h Lösung der elektronis
hen S
hrödinger-Glei
hung bei �xierter Kern-Geo-

metrie; man nennt sie daher Einzelpunktbere
hnungen. Bei Änderung der Kern-

Geometrie ändert si
h in der Regel au
h der bere
hnete Energie-Eigenwert des Sy-

stems, so dass man einen funktionalen Zusammenhang herstellen kann zwis
hen

der System-Metrik, gegeben dur
h einen Satz Kern-Koordinaten {Rα}, und der ihr

zugeordneten elektronis
hen Energie Eelek:

Eelek = Eelek({Rα}) (3.1)

Der �Graf� der mehrdimensionalen Funktion Eelek({Rα}) wird Potenzial�ä
he

1

ge-

nannt. Jeder Punkt auf einer Potenzial�ä
he repräsentiert die vollständige Molekül-

geometrie und dessen elektronis
he Energie.

Die Mögli
hkeiten zur De�nition der Kern-Koordination als Abszisse der Potenzi-

al�ä
he und 
harakteristis
he Eigens
haften der Hyper�ä
he selbst sind Gegenstand

dieses Kapitels.

3.1 Kern-Koordinaten

Die formalistis
he Bes
hreibung einer 
hemis
hen Struktur erfolgt gewöhnli
h dur
h

Kern-Koordinaten. Man unters
heidet globale und lokale Koordinaten:

1

Genau genommen handelt es si
h bei drei und mehr Koordinaten um eine Potenzial-

Hyper�ä
he.
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3.1. KERN-KOORDINATEN KAPITEL 3. POTENZIALFLÄCHEN

Globale Koordinaten bes
hreiben die Lage von N Teil
hen im Weltall. Als Be-

zugssystem wählt man je na
h Problemstellung das orthonormale kartesis
he Koor-

dinatensystem oder au
h � z.B. im Falle translationssymmetris
her Verbindungen

� so genannte Kristallkoordinaten, deren Bezugssystem dur
h die Einheitszelle de-

�niert wird. Da die Lage eines Teil
hens im Raum in beiden Bezugssystemen jeweils

dur
h drei Raumkoordinaten eindeutig de�niert ist, ergibt si
h als Anzahl der Frei-

heitsgrade die dreifa
he Anzahl der Teil
hen im System: 3N . Dabei ist zu bea
hten,

dass eine Änderung der Lage im Raum sowohl Translationen als au
h Rotationen

mit einbezieht, die die Innere Energie eines 
hemis
h interessanten Systems ni
ht

beein�ussen. Die Eliminierung von translatoris
hen und rotatoris
hen Freiheitsgra-

den führt zu einer Reduktion der relevanten Freiheitsgrade auf (3N − 5) im Falle

linearer und auf (3N − 6) im Falle ni
ht-linearer Moleküle.

Interne (Lokale) Koordinaten sind eine Alternative, die auf die Wahl eines

Bezugssystems verzi
hten kann, da ni
ht ihre absolute, sondern ihre Lage relativ

zueinander de�niert wird. Die Vorgehensweise der Ermittlung interner Koordinaten

ähnelt einem Pfad dur
h das Molekül, beginnend mit Kern 1 (�Aufpunkt�, kartesis
he

KoordinatenR1), dessen Distanzen und Winkel relativ zu bereits de�nierten Kernen

in einer Z-Matrix festgehalten werden:

Kernabstand Dreie
kswinkel Diederwinkel

Kern 1: (R1)

Kern 2: |R2 −R1|
Kern 3: |R3 −Rα| ∡3(1, 2, 3)

Kern 4: |R4 −Rα| ∡4(α, β, 4) ∡4(1, 2, 3, 4)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Kern x: |Rx −Rα| ∡x(α, β, x) ∡x(α, β, γ, x)

Tabelle 3.1: Aufbau einer Z-Matrix

Auf Grund dieses rekursiven Algorithmus ergibt si
h eine Eliminierung translato-

ris
her und rotatoris
her Redundanzen, so dass si
h die Anzahl der Freiheitsgrade

auf (3N − 6) für ni
htlineare Systeme bzw. (3N − 5) für lineare Systeme reduziert.

Der Verzi
ht auf ein kartesis
hes Bezugssystem ist Vor- und Na
hteil zuglei
h: Zwar

kann man si
h auf beliebige vorher de�nierte Kerne beziehen, allerdings sind interne

Koordinaten ni
ht eindeutig. Darüber hinaus existieren bei Molekülen mit mehr als

drei Atomen mehr Mögli
hkeiten, interne Koordinaten zu de�nieren als wirkli
he

Freiheitsgrade.
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Eine weitere Verringerung der Freiheitsgrade errei
ht man dur
h die Verwen-

dung Symmetrie adaptierter Koordinaten: irreduzible Strukturfragmente wer-

den kartesis
h dur
h eine Z-Matrix dargestellt und die komplette Struktur daraus

mit Hilfe der entspre
henden Symmetrieoperationen de�niert.

3.2 Eigens
haften von Potenzial�ä
hen

3.2.1 Der eindimensionale Fall

Betra
hten wir als einfa
hsten Fall eines zusammengesetzten 
hemis
hen Systems ein

zweiatomiges Molekül. Da es si
h dabei um eine lineare Anordnung handeln muss,

hat dieses System genau einen Freiheitsgrad (3 ·2−5 = 1). Seine potenzielle Energie
ist also eine Funktion einer einzigen Variablen, des Abstandes x der beteiligten

Atome. Da dieses System s
hwingungstheoretis
h von Bedeutung ist, wurde es s
hon

sehr früh stark vereinfa
ht als harmonis
her Oszillator bes
hrieben:

V (x) =
1

2
Dx2

F (x) = −dV
dx

= −Dx
(3.2)

Charakteristis
he Gröÿen sind die Kraftkonstante D und die Kraft F , mit der ein

Kern in das Minimum des Potenzialtopfes, seinen Glei
hgewi
htsabstand, gezogen

wird. Wir werden später no
h auf diese ans
hauli
he Quanti�zierung eines Potenzi-

als zurü
kkommen.

Der anharmonis
he Oszillator ist eine wesentli
h präzisere Bes
hreibung des zwei-

atomigen Moleküls. Der Verglei
h von harmonis
hem und anharmonis
hem Oszilla-

tor in Abbildung 3.1 zeigt einerseits, dass si
h die potenzielle Energie des Systems

in einem Zustand nahe des Minimums sehr gut harmonis
h annähern lässt, ande-

rerseits aber, dass die energetis
hen Verhältnisse in Molekülen beliebig kompliziert

werden können.

Da das Potenzial des zweiatomigen Moleküls also mehr oder weniger genau be-

kannt ist, lassen si
h damit einige wi
htige Daten, wie z.B. Glei
hgewi
htsgeometrie

und S
hwingungsniveaus, bere
hnen.

3.2.2 Der zweidimensionale Fall

Abhängigkeiten der elektronis
hen Energie von genau zwei Variablen ohne äuÿere

Randbedingungen �ndet man im Umfeld molekularer Systeme ni
ht, da die Anzahl
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Abbildung 3.1: S
hematis
her Verglei
h zwis
hen harmonis
hem und anharmonis
hem

Oszillator

der Freiheitsgrade für keine Kernanzahl N den Wert Zwei annehmen kann

2

. Da aber

der zweidimensionale Fall exemplaris
hen Charakter hat, zumal die hier gewonnenen

Erkenntnisse si
h unmittelbar auf höhere Dimensionen übertragen lassen, sei er hier

kurz behandelt.

Gehen wir vereinfa
hend von einer analytis
hen Funktion mit quadratis
hem

Verhalten in Ri
htung beider Dimensionen aus. Die allgemeine Formulierung einer

sol
hen Funktion ist:

f(x1, x2) = ax2
1 + bx1x2 + cx2

2 + dx1 + ex2 + g (3.3)

In der S
hreibweise der Linearen Algebra lautet dieselbe Vors
hrift na
h Einführung

des Variablen-Vektors x und seiner Transposition x

T

f(x ) = x

T

(
a b
b c

)
x +

(
d

e

)T

x + g mit x =

(
x1

x2

)
(3.4)

2

Als Beispiel eines molekulares Systems mit einer Abhängigkeit der elektronis
hen Energie von

zwei Variablen sei hier ein drei-atomiges Molekül genannt, in dem man den Abstand zweier Kerne

R1 und R2 �xiert: |R2 −R1| = R12 = 
onst. In einem sol
hen System ist der Betrag der Energie

eindeutig de�niert dur
h die Abstände des dritten Kernes von den �xierten Kernen, so dass gilt:

E = E(R13, R23).
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Die Matrix der Koe�zienten a, b und c ist bis auf den Faktor 1/2 identis
h mit einer

Matrix der zweiten Ableitungen:

H =




∂2f(x )

∂x1∂x1

∂2f(x )

∂x1∂x2

∂2f(x )

∂x2∂x1

∂2f(x )

∂x2∂x2


 (3.5)

Eine so konstruierte Matrix heiÿt Hesse-Matrix. Da zweite Ableitungen unabhängig

von der Reihenfolge der Ableitungen sind, ist eine Hesse-Matrix symmetris
h, und

es gilt allgemein

Hij =
∂2f(x )

∂xi∂xj

=
∂2f(x )

∂xj∂xi

= Hji (3.6)

Die gra�s
he Darstellung der Beispielfunktion in Glei
hung 3.4 ist eine Ober�ä-


he, die im Prinzip eine der folgenden drei Formen annehmen kann:

Minimum Maximum Sattelpunkt

Abbildung 3.2: Stationäre Punkte bei zweidimensional quadratis
hen Funktionen

Diese Formen entspre
hen, vereinfa
ht dargestellt, zwei Parabeln positiver Krüm-

mung (Typ A → Minimum), zwei Parabeln negativer Krümmung (Typ B → Maxi-

mum) sowie der Kombination aus einer Parabel positiver und einer Parabel negativer

Krümmung (Typ C → Sattelpunkt). Das Krümmungsverhalten einer zweidimensio-

nal quadratis
hen Funktion wird in Vorzei
hen und Betrag dur
h ihre Hesse-Matrix

vollständig bes
hrieben. Die Kontur-Diagramme in Abbildung 3.3 illustrieren diese

Zusammenhänge.

Aus der Perspektive der negativen z-A
hse erkennt man deutli
h die 
harakteri-

stis
hen elliptis
hen Konturlinien. Dabei entspre
hen die Ellipsena
hsen h1 und h2

den Eigenvektoren der Hesse-Matrix, die jeweilige Ausdehnung in A
hsenri
htung

� eine Projektion der parabolis
hen Krümmung � ist anti-proportional ihren Ei-

genwerten: Je �kürzer� die A
hse, desto höher sind Krümmung und Eigenwert. Wie

41



3.2. EIGENSCHAFTEN KAPITEL 3. POTENZIALFLÄCHEN

h1 h2

h1 h2

h1

h2

Minimum Maximum Sattelpunkt

Abbildung 3.3: Kontur-Diagramme stationärer Punkte

im eindimensionalen Fall ist die Krümmung der Kurve verknüpft mit der Kraftkon-

stante D einer harmonis
hen S
hwingung.

3.2.3 Der n-dimensionale Fall

Der zweidimensionale Fall ist der letzte, den man si
h als eine Relief-artige Ober-

�ä
he im dreidimensionalen Raum vorstellen kann. Denno
h lassen si
h alle dort

gema
hten Aussagen auf mehrdimensionale Fälle übertragen. Die allgemeine For-

mulierung einer n-dimensional quadratis
hen Funktion ist:

f(x ) =
1

2
x

T
Hx + b

T
x + c (3.7)

Darin ist x der n-dimensionale Abszissen-Vektor, b ein n-dimensionaler Koef�zien-

ten-Vektor, c ein Skalar und H die n× n-dimensionale Hesse-Matrix.

Wie der Verglei
h von harmonis
hem und anharmonis
hem Oszillator (Abbil-

dung 3.1, S. 40) vermuten lässt, sind die Verhältnisse auf realen Potenzial�ä
hen

unglei
h komplizierter. Quanten
hemis
he Verfahren liefern keinerlei �Funktionsvor-

s
hrift� in Form von Glei
hung 3.7, die eine Potenzial�ä
he über den gesamten Raum

analytis
h de�nieren würde. Um die 
harakteristis
hen Punkte auf einer Hyper�ä
he

denno
h ermitteln zu können, benutzt man erste und zweite Ableitungen der Form

g(x ) =




∂f(x )

∂x1
.

.

.

∂f(x )

∂xn




= ∇f(x ), H(x ) =




∂2f(x )

∂x1∂x1

· · · ∂2f(x )

∂x1∂xn
.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂2f(x )

∂xn∂x1

· · · ∂2f(x )

∂xn∂xn



(3.8)

Der Vektor der ersten Ableitungen g(x ) heiÿt Gradient. Er ist identis
h mit einer

Anwendung des Nabla-Operators ∇ auf die Funktion f(x ). Wie eine Steigung im
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eindimensionalen Fall weist er in jedem Punkt x in Ri
htung des steilsten Anstiegs

auf der Hyper�ä
he

3

. Die Hesse-Matrix ist im allgemeinen Fall ni
ht-quadratis
her

Funktionen abhängig von der Stelle x . Au
h hier quanti�ziert sie die Krümmungen

der Potenzial�ä
he im Punkt x . Man klassi�ziert sie na
h den Vorzei
hen ihrer

Eigenwerte λi:

λi > 0 für alle i ∈ {1, ..., n} ⇔ H ist positiv de�nit

λi < 0 für alle i ∈ {1, ..., n} ⇔ H ist negativ de�nit

λi > 0 für alle i ∈ {1, ..., n} ⇔ H ist positiv semide�nit

λi 6 0 für alle i ∈ {1, ..., n} ⇔ H ist negativ semide�nit

λi ⋚ 0 für alle i ∈ {1, ..., n} ⇔ H ist inde�nit

Maxima, Minima und Sattelpunkte sind die markanten Punkte auf einer Poten-

zial�ä
he. Man nennt sie stationäre Punkte, weil in ihnen der Gradient vers
hwin-

det:

g(xmin) = g(xmax) = g(x sattel) = 0 (3.9)

Chemis
h interessant sind zum einen Minima, weil sie die Glei
hgewi
htsgeome-

trie eines Moleküls de�nieren, und zum anderen Sattelpunkte erster Ordnung, weil

man sie mit aktivierten Komplexen im Sinne der Eyring-Theorie identi�zert (Eyring

[1935℄). Hinrei
hende Bedingung für ein Minimum ist eine positiv de�nite Hesse-

Matrix (→ die Potenzial�ä
he ist in alle Ri
htungen positiv gekrümmt); ein Sattel-

punkt erster Ordnung liegt vor, wenn die Hesse-Matrix einen negativen und anson-

sten auss
hlieÿli
h positive Eigenwerte hat.

3

Man �ndet au
h De�nitionen gemäÿ g(x ) = −∇f(x ), wona
h der Gradient an jeder Stelle

x die Ri
htung des steilsten Abstiegs de�niert. Wir verwenden im Folgenden die De�nition aus

Glei
hung 3.8: g(x ) = +∇f(x )
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Kapitel 4

Geometrie-Optimierung

Geometrie-Optimierungen (Press u. a. [1992℄) dienen in erster Linie der Ermittlung

von Glei
hgewi
htsgeometrien in Molekülen, indem sie den so genannten S
hritt-

vektor x bere
hnen, der eine beliebige Start-Geometrie R in die Glei
hgewi
hts-

geometrie Req überführt:

R + x = Req (4.1)

Glei
hgewi
htsgeometrien identi�zert man anhand ihrer minimalen (potenziellen)

Energie. Sei ε ein N -dimensionaler Vektor beliebig kleiner Komponenten endli
her

Gröÿe εi > 0, dann gilt für ein lokales Minimum Eeq:

Eeq = E(Req) < E(R + ε) (4.2)

Das globale Minimum Eglobal wird mit dem Grundzustand des Systems identi�ziert:

Eglobal = E(Rglobal) < E(R 6= Rglobal) (4.3)

Daher sei im Folgenden die Glei
hgewi
htsgeometrie Req als Rmin notiert. Notwen-

dige Bedingung für ein Minimum ist der in Rmin vers
hwindende Gradient:

g(Rmin) = 0 (4.4)

Hinrei
hende Bedingung ist eine positiv-de�nite Hesse-Matrix H(Rmin).
Da eine exakte analytis
he Potenzialvors
hrift für den gesamten Raum ni
ht

zugängli
h ist, kann der gesu
hte S
hrittvektor x ni
ht direkt bestimmt werden.

Statt dessen geht man iterativ vor:

1. Ermittlung lokaler Informationen am Startpunkt Ri dur
h Annäherung und

Analyse des lokalen Berei
hes der Hyper�ä
he dur
h ein geeignetes Modell-

potenzial

2. Änderung der Geometrie zu Ri+1 unter Nutzung der gewonnenen lokalen In-

formationen
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Eine sol
he s
hrittweise rekursive Annäherung der Glei
hgewi
htsgeometrie wird

Fixpunktverfahren genannt:

Ri+1 = Ri + x i (4.5)

Na
h n Iterationen über (n + 1) Stützpunkte Ri ist die Geometrie hinrei
hend

konvergiert, und es gilt:

Rn ≈ Rmin ⇒ x ≈
n∑

i=1

x i (4.6)

Die gängigsten Optimierungsverfahren unters
heiden si
h primär in der Art des ver-

wendeten Modellpotenzials und der Nutzung der lokalen Informationen.

Als Modellpotenzial für eine lokale Approximation der Hyper�ä
he benutzt man

Taylor-Reihen oder rationale Funktionen. Bei einer Taylor-Reihen-Entwi
klung

de�niert man zur Ermittlung lokaler Informationen einen Störvektor p mit den

Komponenten (∆R1,∆R2, ...,∆Rn) und setzt an:

E(Ri + p) = Ei + g

T
i p +

1

2
p

T
Hip + Terme höherer Ordnung (4.7)

mit Ei ≡ E(Ri), g i ≡ g(Ri) und Hi ≡ H(Ri)

Diese Näherung ist um so präziser, je kleiner die Norm des Störvektors ||p|| ist.
Je na
h re
hneris
hem Aufwand am Fixpunkt Ri unters
heidet man drei Klassen

von Optimierungsverfahren:

1. �Fun
tion-Only�-Methoden untersu
hen den lokalen Berei
h des FixpunktesRi

ni
ht. Sie optimieren ledigli
h auf der Grundlage von Einzelpunkt-Energien Ei.

2. Gradienten-Verfahren ermitteln die erste Ableitung g i und nutzen sie auf der

Grundlage von Taylor-Reihen erster oder zweiter Ordnung.

3. Quadratis
he Methoden bere
hnen zusätzli
h zum Gradienten au
h die Hesse-

Matrix Hi. Modellpotenzial ist entweder ebenfalls eine Taylor-Reihe zweiter

Ordnung oder eine rationale Funktion.

Diese drei Varianten werden in den kommenden Abs
hnitten erläutert.

4.1 Pfad�nder-Algorithmen

Ni
ht alle Optimierungs-Verfahren liefern die gesu
hten iterativen S
hrittvektoren

x i auf direktem Weg. Statt dessen bestimmen sie zunä
hst eine Su
hri
htung d i,

den �Pfad�, und ermitteln ans
hlieÿend die S
hrittlänge si, die in dieser Ri
htung zu

einem Minimum führt. Diese Vorgehensweise nennt man Pfad�nder-Algorithmus:

x i = sid i (4.8)
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Während die Bestimmung der Su
hri
htung je na
h Verfahren sehr unters
hied-

li
h sein kann, so folgt die Ermittlung der S
hrittlänge si im Allgemeinen einer

festgelegten Methode, die man Line Sear
h nennt. Der Line Sear
h ist somit die

�Elementarzelle� von Pfad�nder-Algorithmen und soll hier genauer beleu
htet wer-

den.

Deformiert man ein Molekül beginnend mit einer beliebigen Geometrie R0 ent-

lang einer vorgegebenen Ri
htung d um die (skalare) Länge s gemäÿ

Rd(s) = R0 + sd , (4.9)

so kommt das einem S
hnitt dur
h eine Potenzial-Hyper�ä
he glei
h. Auf jedem

Punkt Rd(s) des Ri
htungs-Vektors d �spürt� das Molekül ein bestimmtes Potenzial

E[Rd(s)]. Infolgedessen kann man die Abszisse dur
h die lineare Beziehung (4.9)

substituieren und das Potenzial E[Rd(s)] als eindimensionale (verknüpfte) Funktion

Ed(s) einer Elongation s auf dem Ri
htungs-Vektor d darstellen:

E[Rd(s)] = E ◦Rd(s) := Ed(s) (4.10)

Abbildung 4.1 illustriert die iterativen S
hritte eines Line Sear
hes : S
hwarz dar-

Elongation s

p
o
te

n
zi

el
le

 E
n
er

g
ie

 E
d

smin sT sS

Hyperfläche

Parabel 1

Parabel 2

P

Q

R

S

T

Abbildung 4.1: Projektion einer Potenzial-Hyper�ä
he und Ermittlung des Minimums

dur
h inverse parabolis
he Interpolation

gestellt ist die Projektion der Hyper�ä
he in der vorgegebenen Su
hri
htung d . In

einem ersten S
hritt (S. 73) bere
hnet man die Punkte P,Q und R auf der Hyper-

�ä
he:

P: Geometrie Rd(sP) = R0 + sPd ⇒ projizierte Koordinaten: sP,Ed(sP)

Q: Geometrie Rd(sQ) = R0 + sQd ⇒ projizierte Koordinaten: sQ,Ed(sQ)

R: Geometrie Rd(sR) = R0 + sRd ⇒ projizierte Koordinaten: sR,Ed(sR)
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Im zweiten S
hritt approximiert man den Potenzial�ä
hen-S
hnitt als quadratis
he

Funktion und bere
hnet das Minimum sS einer Parabel dur
h die drei Punkte P,Q
und R mittels inverser parabolis
her Interpolation:

sS = sQ −
1

2

(sQ − sP)2[Ed(sQ)− Ed(sR)]− (sQ − sR)2[Ed(sQ)− Ed(sP)]

(sQ − sP)[Ed(sQ)− Ed(sR)]− (sQ − sR)[Ed(sQ)− Ed(sP)]

(4.11)

S
hritt drei ist die Bere
hnung der Energie bei der gerade ermittelten Geometrie des

Minimums Rd(sS):

S: Geometrie Rd(sS) = R0 + sSd ⇒ projizierte Koordinaten: sS,Ed(sS)

Nun wiederholt man die inverse parabolis
he Interpolation für das Punkte-Tripel

P, S und Q, erhält als neues Minimum Punkt T , der wiederum als Grundlage für

weitere Iterationen dient, solange, bis na
h n S
hritten die Minimierung als konver-

giert angesehen wird:

s ≈ smin (4.12)

Das Produkt der so ermittelten S
hrittlänge si mit der Su
hri
htung d i ist der

gesu
hte S
hrittvektor der i-ten Iteration der Optimierung:

x i = sid i (4.13)

Der (i+ 1)-te Stützpunkt ist folgli
h

Ri+1 = Ri + sid i , (4.14)

und die Rekursion ist vollständig.

4.2 �Fun
tion-Only�-Verfahren

Das �Fun
tion-Only�-Verfahren ist ein Pfad�nder-Algorithmus, der bei der Bestim-

mung der Su
hri
htung d auf lokale Informationen wie Gradient oder Hesse-Matrix

verzi
htet. Minimiert wird jeweils in Ri
htung der Einheitsvektoren {e i} solange,
bis Konvergenz eintritt.

Abbildung 4.2 zeigt die iterativen S
hritte dieses Algorithmus im vereinfa
hten

Fall einer zweidimensional quadratis
hen Funktion. Von der Startgeometrie aus wird

ein Line Sear
h in Ri
htung d 1 = ey dur
hgeführt.
1

Der resultierende S
hrittvektor

x 1 = s1ey entspannt das System zur Geometrie 1. Der nä
hste Su
hpfad ist der

Einheitsvektor in x-Ri
htung: d 2 = ex. Er führt zu Stützpunkt 2 und analog zu 3 und

1

Man bea
hte, dass eine erste Su
he entlang der x-A
hse (gestri
helt dargestellt) die Geometrie
zwar entspannen, aber sehr weit vom Minimum entfernen würde.
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Abbildung 4.2: Iterationen einer �Fun
tion-Only�-Optimierung

4. Die weiteren S
hritte jenseits Geometrie 4 zeigen ebenfalls eine �treppenstufen-

artige� Annäherung an das Minimum mit sinkender E�zienz, d.h. Stufenhöhe und

-tiefe werden immer geringer, so dass sie hier ni
ht mehr dargestellt wurden.

Die Konvergenz dieses Verfahrens ist denkbar s
hle
ht. Insbesondere beim Auf-

treten �s
hmaler diagonaler Täler�, d.h. in Fällen stark koppelnder Variablen und

stark unters
hiedli
her Hesse-Matrix-Eigenwerte, sind bis zu einer befriedigenden

Konvergenz unökonomis
h viele S
hritte notwendig. Denno
h ist das Verfahren sehr

robust und zeigt si
h unemp�ndli
h gegenüber mögli
hen Unstetigkeiten auf der

Hyper�ä
he. Au
h in Fällen s
hwer zugängli
her lokaler Informationen kann die

�Fun
tion-Only�-Optimierung eine sinnvolle Alternative sein.

4.3 Gradienten-Verfahren

In Gradienten-Verfahren bere
hnet man die erste Ableitung in Fixpunkt Ri für die

Ermittlung des nä
hsten S
hrittes x i. Der formalistis
he Aufwand für eine S
hritt-

vektor-Bestimmung kann sehr unters
hiedli
h sein. Au�ällig dabei ist, dass einfa
he

Su
halgorithmen langsamer konvergieren, dafür aber meist sehr robust sind, wäh-

rend umgekehrt Optimierungs-Methoden, die extensiv Gebrau
h von lokalen Infor-

mationen ma
hen, häu�g sehr emp�ndli
h auf Anharmonizitäten der Potenzial�ä
he

reagieren, dafür aber bei gut modellierter Umgebung sehr s
hnell ins Minimum füh-

ren.
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Die Bere
hnung des Gradienten g i im Stützpunkt Ri kann entweder analytis
h

oder numeris
h erfolgen. Dank der Weg weisenden Arbeiten von Pulay [1969℄, Handy

und S
haefer [1984℄ und Anderen sehen man
he quanten
hemis
hen Programmpake-

te eine Mögli
hkeit der analytis
hen Gradienten-Bere
hnung vor. Ihre Vorteile sind,

dass ihre Ermittlung nur etwa so aufwändig wie eine Einzelpunktbere
hnung ist,

und dass analytis
he Gradienten im Allgemeinen sehr exakt sind. Falls keine ana-

lytis
hen Gradienten zur Verfügung stehen, kann der Gradient numeris
h ermittelt

werden.

4.3.1 Die Generierung numeris
her Gradienten

Numeris
he Gradienten sind eine Approximation an analytis
h (exakte) Gradien-

ten dur
h �nite Di�erenzen. Dabei erhält man die k-te Komponente gk(R) des

Gradienten-Vektors g(R) dur
h selektive Deformation der Komponente Rk des Geo-

metrie-Vektors R mit dem Inkrement h:

gk(R) =
∂E(R)

∂Rk

≈ ∆E(R)

∆Rk

=
E(R′)− E(R)

h

mit R =




R1

R2

.

.

.

Rk
.

.

.

Rn




und R

′ =




R1

R2

.

.

.

Rk + h
.

.

.

Rn




(4.15)

Da für den vollständigen Gradienten die Energie E(R) und n Energien E(R′) be-
re
hnet werden müssen, sind numeris
he Kalkulationen oft deutli
h aufwändiger als

analytis
he. Ihr Vorteil ist, dass man sie au
h für quanten
hemis
he Verfahren an-

wenden kann, für die die Bere
hnung analytis
her Gradienten zu kompliziert oder

unmögli
h ist.

Die eindimensionale Projektion der Hyper�ä
he in Ri
htung des Einheitsvektors

ek und die Konstruktion des so genannten Forward-Gradienten ist in Abbildung

4.3 dargestellt. Ebenso könnte man den Ba
kward-Gradienten in (Rk − h) be-

stimmen, was aber die Übereinstimmung mit dem tatsä
hli
hen Gradienten ni
ht

prinzipiell verbessern würde.

Der Fehler dieser zusammenfassend als Zwei-Punkt-Gradienten bezei
hneten

numeris
hen Gradienten ist abhängig

1. vom Krümmungsverhalten der Hyper�ä
he

2. von der Gröÿe des Inkrements h

3. von Fehlerquellen in der Einzelpunkt-Bere
hnungsmethode selbst.
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Abbildung 4.3: Konstruktion numeris
her Forward -Gradienten

Fehler 1: Der dur
h die Potenzial-Krümmung hervorgerufene Fehler lässt si
h

verringern, indem man zentrale oder au
h Drei-Punkt-Gradienten ermittelt,

wie in Abbildung 4.4 illustriert. Die Komponente gk(R) eines zentralen Gradienten

p
o
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n
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 E
n
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g
ie

 E

ei
Ri R +hi

analytischer Gradient gi

numerischer Gradient gi

projizierte Hyperfläche

R +hi

Abbildung 4.4: Konstruktion numeris
her zentraler Gradienten

für die Geometrie R ist

gk(R) =
E(R′′)− E(R′)

2h

mit R

′ =




R1

R2

.

.

.

Rk + h
.

.

.

RN




und R

′′ =




R1

R2

.

.

.

Rk − h
.

.

.

RN




(4.16)
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Es handelt si
h also gewissermaÿen um das arithmetis
he Mittel aus Forward - und

Ba
kward -Gradient. Wie si
h lei
ht zeigen lässt, kann man die Unemp�ndli
hkeit

zentraler Gradienten gegenüber dem Krümmungsverhalten der Hyper�ä
he dadur
h

erklären, dass sie si
h dur
h Subtraktion zweier Taylor-Reihen (Glei
hung 4.7) für

E(R + p) und E(R − p) herleiten lassen, wobei der quadratis
he Term, der die

Krümmung enthält, weg fällt.

Da jede Komponente eines zentralen Gradienten zwei Einzelpunkt-Bere
hnungen

erfordert, verdoppelt si
h der re
hneris
he Aufwand, jedo
h zeigt Abbildung 4.5,

dass er besonders in der Nähe des Minimums unverzi
htbar ist. Der Zwei-Punkt-

p
o
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 E
n
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g
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ei
Rmin

R +hmin

analytischer Gradient gi

Zwei-Punkt-Gradient gi

projizierte Hyperfläche

R +hmin

Drei-Punkt-Gradient gi

Abbildung 4.5: Die Notwendigkeit zentraler Gradienten in der Nähe eines Minimums

Gradient liefert im Potenzial-Minimum fäls
hli
herweise einen Gradienten unglei
h

Null, während der entspre
hende zentrale Gradient das Minimum korrekt dur
h

einen vers
hwindenden Gradienten identi�ziert.

Fehler 2: Selbst ein Zwei-Punkt-Gradient lieÿe si
h mit ausrei
hender Genauigkeit

konstruieren, wenn man das Inkrement h beliebig klein wählen könnte:

lim
h→0

gnumerisch = g exakt (4.17)

Bedauerli
herweise übers
hreitet das die Präzision der verwendeten Einzelpunkt-

Methoden. Na
h Baker [1987℄ erhält man das jeweils geeignete Inkrement h in Ab-

hängigkeit vom Energie-Fehler-Intervall ∆err gemäÿ

h = 20

√
∆err

1 + |E(R)| (4.18)

52



KAPITEL 4. GEOMETRIE-OPTIMIERUNG 4.3. GRAD.-VERFAHREN

Fehler 3: Quanten
hemis
he Programm-Pakete sehen in aller Regel Mögli
hkeiten

der Ein�ussnahme auf die interne Genauigkeit der Bere
hnung vor, bspw. über die

Spezi�kation von Fehlertoleranzen und/oder Konvergenz-Kriterien. Von ents
hei-

dender Bedeutung für einen �stabilen� numeris
hen Algorithmus ist dabei ni
ht

der systematis
he Fehler einer quanten
hemis
hen Methodik, sondern vielmehr das

dur
h wenig akkurate Einzelpunkt-Re
hnungen erzeugte numeris
he �Raus
hen�,

d.h. der zufällige Fehler.

4.3.2 Steepest Des
ent

Steepest Des
ent bezei
hnet einen Pfad�nder-Algorithmus, bei dessen iterativen

S
hritten jeweils die Ri
htung des steilsten Abstieges auf der Hyper�ä
he, also der

negative Gradient −g i in Stützpunkt Ri, als Su
hri
htung angesetzt wird:

Ri+1 = Ri − sig i (4.19)

Dabei ermittelt man die S
hrittweite si wie gewohnt dur
h einen Line Sear
h.

Eine exemplaris
h vereinfa
hte Steepest-Des
ent-Optimierung auf einer zweidi-

mensional quadratis
hen Ober�ä
he ist in Abbildung 4.6 dargestellt. Es ist eine

Abbildung 4.6: Iterationen einer Steepest-Des
ent-Optimierung

Folge des Ansatzes, dass aufeinanderfolgende S
hritte in orthogonale Ri
htungen

erfolgen. Der im Verglei
h zum �Fun
tion-Only�-Algorithmus erhöhte Aufwand für

die zusätzli
h dur
hzuführende Gradienten-Ermittlung wird in der Regel dur
h das

e�zientere lineare Konvergenz-Verhalten überkompensiert.
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4.3.3 Conjugate Gradient

Ein Na
hteil des Steepest Des
ent ist, dass koppelnde Variablen (�diagonale Täler�

auf der Hyper�ä
he) mehrfa
h minimiert werden müssen. Ziel des Conjugate Gra-

dient ist es daher, einen Satz �unabhängiger� Su
hri
htungen {d i} zu �nden, also

Ri
htungen, deren Minima im weiteren Verlauf der Optimierung erhalten bleiben.

Sei also d i eine beliebige Su
hri
htung dieses Satzes, dann lässt si
h die Hyper-

�ä
he als Taylor-Reihe zweiter Ordnung annähern:

E(d i) = E + g

T
d i +

1

2
d

T
i Hd i (4.20)

Man erhält den Gradienten in Su
hri
htung gemäÿ

∇E(d i) = Hd i + g . (4.21)

Bedingung für ein Minimum ist das Vers
hwinden dieses Gradienten:

0 = ∇E(d i)

= Hd i + g (4.22)

Die Änderung des Gradienten bei Änderung des Vektors d i ist demna
h gegeben

dur
h

δ(∇E(d i)) = H(δd i) (4.23)

Die Forderung, dass si
h der Gradient der letzten Su
hri
htung d i bei einer Su
he

in Ri
htung d i+1 ni
ht ändern darf, entspri
ht einer Forderung na
h Orthogonalität:

0 = d i+1δ(∇E(d i))

= d

T
i+1H(δd i)

= d

T
i+1Hd i (4.24)

Vektoren, die Bedingung (4.24) erfüllen, nennt man konjugiert. Benutzt man sie zur

Konstruktion eines Satzes der Su
hri
htungen {d i} eines Pfad�nder-Verfahrens, so
ist si
her gestellt, dass in keiner dieser Ri
htungen mehrmals minimiert werden muss.

Man erwartet daher als Faustregel ebenso viele Iterations-S
hritte wie Freiheitsgra-

de. Voraussetzung dafür sind die hinrei
hende Nähe zur quadratis
hen Umgebung

des Minimums und mögli
hst exakte Gradienten. Abbildung 4.7 zeigt exemplaris
h

den Verlauf einer Conjugate-Gradient-Optimierung auf einer �ideal� quadratis
hen

Ober�ä
he.

Der Conjugate-Gradient-Algorithmus erzeugt also einen Satz Gradienten {g i}
und einen Satz konjugierter Su
hri
htungen {d i}, die die folgenden Orthogonalitäts-
und Konjugations-Bedingungen erfüllen:

g ig j = 0, g id j = 0, d

T
i Hd j = 0 für alle i 6= j (4.25)
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Abbildung 4.7: Optimierung auf einer zweidimensional quadratis
hen Ober�ä
he na
h

dem Conjugate-Gradient-Verfahren

Die rekursiven Konstruktionsvors
hriften lauten dann:

g i+1 = g i − λiHd i und (4.26)

d i+1 = g i+1 + γid i , (4.27)

wobei die Skalare λi und γi gegeben sind als

λi =
g

T
i g i

d

T
i Hd i

=
g

T
i d i

d

T
i Hd i

(4.28)

γFR
i =

g

T
i+1g i+1

g

T
i g i

(4.29)

Die letzte Glei
hung dient der Bestimmung des Wertes γi na
h Flet
her und Ree-

ves [1964℄). Auf einer quadratis
hen Hyper�ä
he mit bekannter Hesse-Matrix H,

bekanntem Start-Gradienten g0 und dem Ansatz d 0 = g0 lieÿen si
h aufgrund dieser

Glei
hungen beide Sätze {g i} und {d i} bere
hnen,2 und man errei
ht in n S
hritten

das Minimum, wenn n die Zahl der Freiheitsgrade ist. Bedauerli
herweise aber ist

die Hesse-Matrix für gewöhnli
h unbekannt oder nur mit gröÿerem Re
henaufwand

zu ermitteln.

Denno
h erhält man eine Lösung für Glei
hung (4.26), indem man den Pfad�n-

der-Algorithmus einsetzt: Line Sear
h in Ri
htung d i führt gerade zur Geometrie

2

Mit d0 = g0 entspri
ht der erste S
hritt im Conjugate-Gradient-Formalismus also de fa
to

einem Steepest-Des
ent-S
hritt.
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Ri+1, deren Gradient g i+1 si
h nun numeris
h oder analytis
h ermitteln lässt. Die

darauf folgende konjugierte Su
hri
htung d i+1 wird na
h Glei
hung (4.27) bere
hnet,

und der iterative Kreis ist ges
hlossen.

Die Konvergenz des Conjugate-Gradient-Algorithmus hängt davon ab, wie ex-

akt die Gradienten bestimmt werden, wie akkurat die Line Sear
hes dur
hgeführt

werden und wie gut die Näherung als Taylor-Reihe zweiter Ordnung die lokalen

Verhältnisse wiedergibt, d.h. wie nah die Start-Geometrie am Minimum liegt. Polak

und Ribière (Polak [1971℄) s
hlugen eine Modi�kation der Ermittlung des Skalars γi

vor, die die Anwendbarkeit des Conjugate Gradient auf stark anharmonis
he Poten-

zial�ä
hen bzw. gröÿere Anfangs-Entfernungen vom Minimum ausdehnt:

γPR
i =

(g i+1 − g i)
T
g i+1

g

T
i g i

(4.30)

Wegen der Orthogonalität von g i und g i+1 na
h Glei
hung (4.25) sind die Bestim-

mungsglei
hungen von Flet
her-Reeves und Polak-Ribière in �ideal� quadratis
her

Umgebung äquivalent. Auf realen ni
ht-harmonis
hen Ober�ä
hen dagegen kann es

vorkommen, dass eine konjugierte Su
hri
htung d i keine e�ektive Minimierung der

Energie bewirkt, so dass die im Line Sear
h ermittelte S
hrittlänge si beinahe ver-

s
hwindet. Die Folge-Geometrie Ri+1 liegt nahe bei Ri, folgli
h sind die Gradienten

g i und g i+1 sehr ähnli
h, und die Su
hri
htung d i+1 entspri
ht dem Gradienten

−g i+1. Betra
hten wir den Extremfall si = 0, dann gilt:

Ri+1 = Ri

⇒ g i+1 = g i

⇒ γPR
i =

0 · g i+1

g ig i

= 0

⇒ d i+1 = g i+1 + 0 · d i = g i+1

(4.31)

Der Ein�uss des steilsten Abstieges −g i+1 wird auf diese Weise mit der Ine�ektivität

der letzten Su
hri
htung d i gewi
htet und resultiert im oben dargestellten Extrem-

fall si = 0 in einer Neu-Initialisierung des Conjugate-Gradient-Algorithmus dur
h

einen Steepest-Des
ent-S
hritt (i+1). Auf diese Weise werden ni
ht nur Anharmoni-

zitäten der Hyper�ä
he, sondern au
h Fehler im Gradienten abgefangen. Conjugate-

Gradient-Optimierungen vom Polak-Ribière-Typ gelten daher als sehr robust und

eigenen si
h ganz besonders für die Implementierung in numeris
he Verfahren.

4.3.4 Quasi-Newton-Algorithmen

Die Hyper�ä
he eines Systems mit n Freiheitsgraden ist im Berei
h seines Mini-

mums dur
h das Modellpotenzial einer n-dimensionalen Taylor-Reihe zweiter Ord-

nung (siehe Glei
hung 4.20) gut approximiert. Prinzipiell enthalten Hesse-Matrix
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und Gradient in dieser Darstellung zusammen n(n + 1)/2 unbekannte Parameter,

die die genaue Lage des Minimums festlegen. Daraus folgt, dass die quadratis
he

Näherung na
h der Bere
hnung von n2
Funktionswerten vollständig de�niert ist.

Da ein Gradient die Informationen von (n+ 1) Funktionswerten enthält

3

, sind na
h

n Iterationen eines Gradienten-Verfahrens genügend Informationen vorhanden, um

sowohl die Hesse-Matrix als au
h den Gradienten des Modellpotenzials und somit

die Lage des Minimums exakt zu bestimmen. Ein Weg der Akkumulation sämtli
her

gewonnener Daten ist das oben bes
hriebene Conjugate-Gradient-Verfahren.

Ein anderer Ansatz ist die sukzessive Aktualisierung einer genäherten bzw. ef-

fektiven Start-Hesse-Matrix H0 mittels geeigneter Formalismen, denen allesamt die

so genannte Quasi-Newton-Bedingung zu Grunde liegt:

H
−1
i+1(g i+1 − g i) = (Ri+1 −Ri) (4.32)

Ziel dieser �variabel metris
hen� Verfahren ist die iterative Verbesserung der genä-

herten bis hin zur exakten Hesse-Matrix:

lim
i→∞

Hi = Hexakt (4.33)

Einige der gebräu
hli
hsten Quasi-Newton-Methoden konnten von Oren und Lu-

enberger [1974℄ als Linearkombination zusammengefasst und verallgemeinert wer-

den:

H
−1
i+1 = γiH

−1
i +

(
1 + γiΘi
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i 
i
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i

)
x ix

T
i

x

T
i 
i

−γi(1−Θi)
H

−1
i 
i


T
i H

−1
i




T
i H

−1
i 
i

− γiΘi
x i


T
i H

−1
i + H

−1
i 
ix

T
i

x

T
i 
i

(4.34)

mit x i = Ri+1 −Ri und 
i = g i+1 − g i

Setzt man γi,Θi = 1, so gelangt man zum Ansatz von Broyden [1970℄, Flet
her

[1970℄, Goldfarb [1970℄ und Shanno [1970℄ (BFGS-Verfahren):

H
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1 +
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(4.35)

Die Werte γi = 1 und Θi = 0 führen zum DFP-Verfahren von Davidon, Flet
her

und Powell, das die Hesse-Matrix auf folgende Weise aktualisiert (Davidon [1959℄;

Flet
her und Powell [1963℄):

H
−1
i+1 = H

−1
i +

x ix
T
i

x

T
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i

− H
−1
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i


T
i H

−1
i




T
i H

−1
i 
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(4.36)

3

Bei der Ermittlung numeris
her Gradienten über �nite Di�erenzen entspri
ht dies gerade der

Anzahl mindestens notwendiger Einzelpunktre
hnungen.
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Die E�zienz dieser rekursiven Methoden ist abhängig von der Qualität des in-

itial guess für die Start-Matrix H0. Häu�g verwendet man Diagonal-Matrizen, al-

lerdings können voroptimierte Hesse-Matrizen, die bereits 
hemis
he Informationen

z.B. über Bindungsstärken und Kraftkonstanten enthalten, die Optimierung deutli
h

bes
hleunigen.

4.4 Quadratis
he Verfahren

Wenn neben dem Gradienten au
h die analytis
he Hesse-Matrix zur Verfügung steht,

gelangt man auf einer quadratis
hen Hyper�ä
he mit einem S
hritt zum stationären

Punkt, der bei positiv de�niter Hesse-Matrix das gesu
hte Minimum ist:

Rmin = R0 −H
−1
0 g0 (4.37)

Abbildung 4.8 zeigt eine quadratis
h modellierte Optimierung auf einer zweidimen-

sional quadratis
hen Ober�ä
he. Die iterative Optimierung auf ni
ht-quadratis
hen

Abbildung 4.8: Newton-Raphson-Optimierung

Potenzial�ä
hen unter Verwendung von Taylor-Reihen 2. Ordnung mit exakten ana-

lytis
hen Hesse-Matrizen nennt manNewton-Raphson-Verfahren oder au
h Se-


ond-Order Model :

Ri+1 = Ri −H
−1
i g i (4.38)

Zwar sehen einige quanten
hemis
he Verfahren eine Bere
hnung analytis
her

zweiter Ableitungen vor, do
h ist der Re
henaufwand im Allgemeinen mindestens

5-10 mal gröÿer als der einer Gradienten-Bestimmung, so dass es si
h in der Praxis

als e�ektiver erwiesen hat, die analytis
he Hesse-Matrix als initial guess für ak-

tualisierende Algorithmen (z.B. BFGS) anzusetzen, anstatt sie in jedem Fixpunkt

vollständig neu zu bere
hnen.

In numeris
hen Verfahren ist die Bere
hnung von Hesse-Matrizen aus zwei Grün-

den unpraktikabel:
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1. Die Bere
hnung ist zu aufwändig.

Für die Ermittlung einer (symmetris
hen) Hesse-Matrix sind n(n + 1)/2 (n:
Anzahl der Freiheitsgrade) Einzelpunkt-Re
hnungen notwendig.

4

2. Numeris
he Hesse-Matrizen sind zu ungenau.

Da erste Ableitungen über �nite Di�erenzen angenähert werden müssen und

zweite Ableitungen als �nite Di�erenzen von ersten Ableitungen, potenzieren

si
h die Fehlerquellen.

4.5 Rational-Fun
tion-Optimierungen

Eine der meist genannten Eins
hränkungen der in den letzten Kapiteln bes
hrie-

benen Optimierungsverfahren ist die Nutzung des quadratis
hen Modellpotenzials

(siehe Glei
hung 4.20), die den Konvergenzradius auf den lokalen Berei
h des Mini-

mums eins
hränkt. Erweitert man dieses Modell auf rationale Funktionen, so gelangt

man zum so genannten Rational Fun
tion Optimization Model . Darin ist die

Energie ERFO gegeben als:

ERFO = Ei +
g

T
i x + 1/2 xT

Hix

1 + x

TSx
= Ei +

1

2

x̃

T
H̃x̃

x̃

T
S̃x̃

(4.39)

Dabei wurden die folgenden Abkürzungen eingeführt:

x̃ =

(
x

1

)
, H̃ =

(
Hi g i

g

T
i 1

)
, S̃ =

(
S 0
0 1

)
(4.40)

Darin quanti�ziert die Diagonalmatrix S die Anharmonizität des Potenzials. Funk-

tionalableitung und Nullsetzen führt zu der Eigenwertglei
hung

H̃x̃ = µS̃x̃ mit µ =
x̃

T
H̃x̃

x̃

T
S̃x̃

(4.41)

Daraus erhält man den S
hrittvektor

x = −(Hi − µS)−1
g i (4.42)

Der Anwendungsberei
h einer Rational-Fun
tion-Optimierung bes
hränkt si
h

ni
ht nur auf quadratis
he Bedingungen, so dass au
h stark deformierte Systeme

ohne Voroptimierung minimiert werden können.

4

Bei einem ni
ht-linearen Molekül mit zwölf Atomen wären demna
h bspw. 465 (= (36−6)(36−
6 + 1)/2) Einzelpunkt-Bere
hnungen nötig, um eine einzelne Hesse-Matrix zu generieren.
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4.6 Konvergenzbes
hleunigung

Die bisher bes
hriebenen Verfahren zogen ihren Nutzen aus den Funktionswerten,

Gradienten oder Hesse-Matrizen einzelner Stützpunkte Ri auf Grund der Annahme

von quadratis
hen oder rationalen Modellpotenzialen. Die dabei iterativ erzeugte

und gegen das Minimum Rmin konvergierende Folge von Geometrien {Ri} enthält
jedo
h zusätzli
he Informationen über die Hyper�ä
he unabhängig von der Annä-

herung dur
h ein Modellpotenzial. Diese Idee führte zu einem alternativen Ansatz

der Konvergenzbes
hleunigung, dessen Varianten in diesem Abs
hnitt kurz erläutert

werden sollen.

4.6.1 DIIS

Jedes iterative Optimierungs-Verfahren liefert eine Folge von Stützpunkten {Ri}
und S
hrittvektoren {x i}. Diese Folgen konvergieren mit

lim
i→∞

Ri = Rmin ⇔ lim
i→∞

x i = 0 (4.43)

Na
h einem Vors
hlag von Pulay [1982℄ werden die Folgeglieder Ri+1 und x i+1 als

eine Linearkombination der k vorherigen Glieder angesetzt:

Ri+1 =
i∑

j=i−k

cjRj (4.44)

x i+1 =
i∑

j=i−k

cjx j (4.45)

Da die Folgen {Ri} und {x i} bijektiv voneinander abhängen, konvergieren entwe-

der beide oder keine. Es ist daher ausrei
hend, die Folge der S
hrittvektoren zur

Konvergenz zu bringen. Man fordert also, dass x i+1 vers
hwindet und optimiert die

Koe�zienten cj unter der Maÿgabe minimaler quadratis
her Abwei
hungen und der

Normierungsbedingung

i∑

j=i−k

cj = 1 (4.46)

mittels Lagranges
her Multiplikatoren λ:

L =
( i∑

j=i−k

cjx j

)2
+ 2λ

(
1−

i∑

j=i−k

cj

)
(4.47)

Die Minimierung der Lagrange-Funktion L liefert einen Satz Koe�zienten {cj}, aus
dem si
h dann über Glei
hung (4.44) die Geometrie Ri+1 bere
hnen lässt.
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Die hier bes
hriebene Vorgehensweise, au
h DIIS

5

genannt, eignet si
h beson-

ders gut für �sparsame� Algorithmen wie �Fun
tion-Only�, aber au
h Gradienten-

Verfahren werden meist deutli
h bes
hleunigt.

4.6.2 GDIIS

Beim speziell für Geometrie-Optimierungen mit exakten oder approximierten Hesse-

Matrizen entwi
kelten GDIIS (Császár und Pulay [1984℄) interpoliert man in einem

Zwis
hens
hritt den imaginären Stützpunkt R̃ und dessen Gradienten g̃ als Linear-

kombination der letzten k S
hritte:

R̃ =
i∑

j=i−k

cjRj (4.48)

g̃ =
i∑

j=i−k

cjg j (4.49)

Die Koe�zienten werden wie im DIIS-Algorithmus optimiert und die resultierenden

interpolierten Werte in die Rekursion für Newton-Verfahren eingesetzt:

Ri+1 = R̃ −Hig̃ (4.50)

Obwohl die GDIIS-Methode dur
h die Newton-Bedingung auf eine quadratis
he

Näherung zurü
kgreift, ist sie ni
ht auf diese bes
hränkt. Vielmehr wurde in der

Praxis eine e�ektive Bes
hleunigung der Konvergenz au
h in Fällen gröÿerer Entfer-

nung vom Minimum beoba
htet. Wi
htige Voraussetzung für die Anwendbarkeit der

Methode ist, wie beim DIIS-Verfahren, dass der zu Grunde liegende Optimierungs-

Vorgang konvergiert.

4.7 Einges
hränkte Optimierungen

Selbst bei Ausnutzung komplexer formalistis
her Grundlagen skaliert der Re
hen-

aufwand von Optimierungen meist in einer Gröÿenordnung von n2
(n: Anzahl der

Freiheitsgrade). Eine Reduktion der Freiheitsgrade sollte daher jedes Optimierungs-

Verfahren bes
hleunigen.

4.7.1 Translation und Rotation

Der Vollständigkeit halber sei hier auf diese nahe liegende Einsparungsmögli
hkeit

hingewiesen. Die Eliminierung von Freiheitsgraden der Translation und Rotation ist

5≡ Dire
t Inversion in the Iterative Subspa
e
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bei internen Koordinaten s
hon vollzogen, bei kartesis
hen Koordinaten bedarf sie

der gesonderten Implementierung. Translationen verhindert man bei kartesis
hen

Koordinaten trivialerweise dur
h das Festhalten eines beliebigen Kernes A; dieser

Kern wird bei der Gradienten-Bestimmung ausgespart. De�niert man zusätzli
h

einen beliebigen Kern B, der nur in der Verbindungsa
hse zum �xierten Kern A

deformiert werden darf und einen weiteren Kern C, der ni
ht aus der dur
h die

drei Kerne aufgespannten Ebene herausbewegt werden darf, so hat man au
h die

Freiheitsgrade der Rotation eliminiert.

4.7.2 Symmetrie

Eine deutli
he Reduktion der Freiheitsgrade gelingt dur
h die Zuordnung von Punkt-

gruppen. Enthält ein System Kerne, die dur
h Symmetrie-Operationen aufeinander

abbildbar sind, so müssen dieser �Kern-Typ� nur einmal optimiert werden, voraus-

gesetzt, dass die Optimierung keine Symmetriebre
hung erwarten lässt. Das ist ins-

besondere für angeregte Zustände ni
ht immer der Fall. Vorsi
ht ist auÿerdem beim

We
hsel von höherer zu niederer Symmetrie geboten, da ein Minimum in höherer

Symmetrie einem Sattelpunkt in niederer Symmetrie entspre
hen kann.

4.7.3 Fixierung von Koordinaten

S
hlieÿt man einzelne oder mehrere Koordinaten von der Optimierung aus, dann

spri
ht man von Randbedingungen/Eins
hränkungen (�Constraints�). So ist es z.B

mögli
h, ganze Struktur-Fragmente zu �xieren, die bereits als optimiert bekannt

sind. Besonders vorteilhaft kann die Festlegung von Bindungslängen und/oder -

winkeln sein, sie lässt si
h sehr ans
hauli
h bei Verwendung interner Koordinaten

umsetzen.
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Kapitel 5

Ein Programm zur numeris
hen

Optimierung

Um Verbindungen auf angeregten Hyper�ä
hen zu optimieren, bedarf es in der Regel

als Mindestinformation derjenigen über Gradienten. Analytis
he Gradienten existie-

ren ni
ht für alle Energiebestimmungsverfahren, numeris
he Gradienten sind prinzi-

piell numeris
h bestimmbar. Numeris
he Optimierungen sind daher immer dann

sinnvoll, wenn die Bestimmung analytis
her Gradienten entweder ni
ht mögli
h

oder re
hneris
h aufwändiger als der numeris
he Weg ist. Ein sol
her Fall liegt z.B.

bei dem in Abs
hnitt 2.3.12 (S. 36) bes
hriebenen, kombinierten Di
htefunktional-

Multireferenz-CI von Grimme und Waletzke [1999b℄ vor � einem Paket, das mit

hoher Ges
hwindigkeit und Genauigkeit die Energie von Grund- und angeregten

Zuständen ermittelt.

Maÿgaben bei der Auswahl des Optimierungsalgorithmus sind a) die Minimie-

rung des re
hneris
hen Aufwands, b) ein gutes Konvergenzverhalten und 
) eine

mögli
hst geringe Fehlerfortp�anzung.

zu a) Newton-Raphson-Verfahren (s. S 58) sind im Umfeld numeris
her Optimie-

rungen auf Grund ihrer hohen re
hneris
hen Kosten und ihrer Fehleranfällig-

keit ausges
hlossen.

zu b) Wüns
henswert ist ein Algorithmus mit quadratis
hem Modellpotenzial, was

das Steepest-Des
ent-Verfahren (S. 53) auss
hlieÿt.

zu 
) Eine konsequente Nutzung der mögli
herweise unpräzisen numeris
hen Gra-

dienten wie in Quasi-Newton-Verfahren (S. 56) lässt eine höhere Fehlerfort-

p�anzung erwarten.

Die Berü
ksi
htigung aller hier genannten Argumente führt zum Conjugate-Gradi-

ent-Formalismus (S. 54).

Dieses Programm s
hlieÿt auf pragmatis
he Weise die bestehende Lü
ke bei der

Bestimmung von Glei
hgewi
hts-Strukturen auf DFT/MRCI-Hyper�ä
hen: Es liest
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DFT/MRCI-Energien aus, bere
hnet aus ihnen numeris
he Gradienten und verwen-

det diese innerhalb eines Optimierers, der ohne Zweitableitungsdaten auskommt.

So sind bei kleineren Verbindungen innerhalb von Minuten bis zu einigen Stunden

entspre
hende Ergebnisse zu erhalten. Um auf anderen Energiehyper�ä
hen Ver-

bindungen zu optimieren, muss ledigli
h die Einleseroutine entspre
hend angepasst

werden, was dem Code eine hohe Flexibilität verleiht.

5.1 Die Programmierspra
he

Obwohl die Progammierspra
he Fortran 77 bereits alle für ein sol
hes Programm

notwendigen Funktionen bereit stellt, �el die Wahl auf das jüngere Fortran 90,

weil es ein Reihe pro�tabler Erweiterungen bietet:

• Format: spaltenunabhängige Quellprogramms
hreibweise, Mehrfa
hanweisun-

gen auf einer Zeile, Quellprogrammeinbettung mittels INCLUDE, Datenstruk-

turen, Felder mit übernommener Gestalt, selbst de�nierte Operatoren, Kurz-

s
hreibweise der Verglei
hsoperatoren, selbst de�nierte Zuweisungsoperatio-

nen, maskierte Feldzuweisungen, Zeigerzuweisungen, Attribute in Typ-Verein-

barungsanweisungen, diverse Spezi�kationsanweisungen, CASE-Struktur, ni
ht

vorrü
kende E/A (eine Art Datenstrom-E/A), diverse E/A-Parameter, diver-

se Datenfeldbes
hreibungen, S
hlüsselwortparameter, private und si
htbare

Gröÿen, optionale Formalparameter, S
hnittstellenblö
ke, diverse Standard-

subroutinen, viele neue Standardfunktionen und anderes mehr.

• Feldverarbeitung. Fortran 90 erlaubt Operationen mit Teil- und komplet-

ten Feldern, während bei Fortran 77 Operationen nur mit einzelnen Feld-

elementen mögli
h sind. Entspre
hende Funktionen für Matrix-Operationen

wurden hinzugefügt.

• Datentypen können hinsi
htli
h ihrer internen Spei
heranforderungen und

ihrer internen Darstellung �exibler de�niert werden, so dass der Programmie-

rer in der Lage ist, seine Anwendung an die speziellen Gegebenheiten eines

Re
hners anzupassen und dafür zu optimieren.

• Mit dem Konzept derModularen De�nitionen hält der Entwi
kler ein sehr

viel leistungsfähigeres Werkzeug der globalen Spei
herverwaltung in Händen,

als es ein COMMON-Blo
k in Fortran 77 ist. Ein Modul ist eine Programm-

einheit, die beliebige Typdeklarationen, Spezi�kationen, Unterprogrammde�-

nitionen und/oder S
hnittstellende�nitionen enthalten kann. Die Inhalte eines

Moduls und damit der entspre
hende Spei
herberei
h stehen den Subroutinen

und Funktionen je na
h Implementierung komplett oder teilweise zur Verfü-

gung.
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• Das Typkonzept in Fortran 90 sieht vor, dass über die aus Fortran 77

hinaus bekannten Datentypen hinaus eigene Datentypen de�niert werden kön-

nen. Dana
h ist ein Datentyp eine Menge von Werten, er hat einen Namen,

eine Menge von Operationen auf diesen Werten und eine Vors
hrift über die

S
hreibweise dieser Werte, die si
h in der S
hreibweise der Konstanten nieder-

s
hlägt.

• Dynamis
he Spei
herverwaltung ist der Oberbegri� für eine Reihe von

Fortran 90 Kommandos, die die Belegung und Freigabe von, sowie den Zu-

gri� auf dedizierte Spei
hersegmente regulieren. Mit ihnen ist es mögli
h, dyna-

mis
he Felder während der Laufzeit zu de- und allozieren, Felder automatis
h

bei der Übernahme dur
h eine Subroutine allozieren zu lassen und Datentypen

zu deklarieren, die auf ein Spei
hersegment verweisen.

5.2 Anbindung an bestehende Programmteile

Einer der Vorzüge des hier vorgestellten Programmes ist seine Flexibilität. Grund-

sätzli
h kann jedes quanten
hemis
he Verfahren als Grundlage zur Ermittlung ein-

zelner Punkte auf einer Hyper�ä
he eingesetzt werden. Ebenso können die hier er-

haltenen Geometrien in jeder beliebigen Re
henmethode weiterverwendet werden.

Das Einlesen und die Ausgabe der Geometrien erfolgt in Anlehnung an die Tur-

bomole-Suite über die Datei 
oord. Prinzipiell können in zukünftigen Versionen

andere Formate implementiert werden.

Die Einbindung alternativer Re
henmethoden erfolgt sehr einfa
h in zweierlei

Weise: Zum Eginen muss der Name der entspre
henden ausführbaren Datei � ge-

gebenenfalls inklusive Pfad � bekannt sein (z.B. mr
i bzw. /usr/bin/mr
i) und

in Form eines so genannten System Calls in den bestehenden Code des Optimie-

rers eingetragen werden. Bei aufsetzenden Verfahren wie z.B. DFT/MRCI sind da-

zu mehrere System Calls notwendig, die na
heinander die Optimierung der Kohn-

Sham-Orbitale (ds
f), eine RI-Transformation der Vierzentren-Integrale (ritraf),

die Kalkulation der Ein-Elektron-Integrale (oneint) und s
hlieÿli
h die eigentli
he

MRCI-Re
hnung (mr
i) anstoÿen. Geringfügig komplizierter gestaltet si
h unter

Umständen das Auslesen der bere
hneten Einzelpunkt-Energien, weil die Re
henme-

thode und der Optimierer ni
ht direkt aneinander anges
hlossen sind, sondern nur

über herausges
hriebene und einzulesende Dateien miteinander kommunizieren. Die-

ser Umstand ma
ht einen Me
hanismus zur Mustererkennung notwendig und stellt

den Entwi
kler vor die Aufgabe, ein Muster zu �nden, das den gesu
hten Energie-

wert in einer zu de�nierenden Datei eindeutig lokalisiert. Dabei ist zu bedenken, dass

bei Mehrdeterminanten-Verfahren au
h das Au�nden der Energiedaten elektronis
h

angeregter Zustände eindeutig sein muss.

Im Falle der bereits eingebundenen DFT/MRCI-Routine ges
hieht das auf fol-

gende Weise: Zunä
hst wird dem Optimierer die Nummer des zu optimierenden

67



5.3. PROGRAMMABLAUF KAPITEL 5. DAS PROGRAMM

elektronis
h angeregten Zustandes per Eingabedatei mitgeteilt. Dann wird eine ers-

te MRCI-Kalkulation gestartet. S
hlieÿli
h liest der Optimierer aus der Standard-

Ausgabedatei des MRCI, mr
i.sum, die diesem Zustand zugeordnete dominante

elektronis
he Anregung heraus und spei
hert sie ab. Das Programm wird diesen

Zustand während der Optimierung nunmehr anhand dieser Anregung identi�zieren,

unabhängig von eventuell auftretenden Kreuzungen.

Es obliegt dem Anwender, die für das jeweils verwendete quanten
hemis
he

Verfahren notwendigen Vorbereitungen zu tre�en. Das bedeutet z.B. im Fall des

DFT/MRCI, dass vor dem Start des Optimierers die folgenden drei S
hritte vorge-

nommen werden müssen:

1. Erzeugung bzw. Änderung der für den ds
f-Lauf erforderli
hen Eingabedatei


ontrol mit dem interaktiven Turbomole-Skript define

2. Modi�kation/Ergänzung der für die RI-Näherung unerlässli
hen Einträge in

der 
ontrol-Datei mit dem interaktiven Turbomole-Skript rimp2prep

3. Anlegen/Editieren einer DFT/MRCI-Input-Datei (hier: mr
i.in)

Die im DFT/MRCI-Verfahren vorgesehene iterative Erzeugung des Referenzraumes

wurde in das Programm integriert.

5.3 Programmablauf

Wie bereits in Abs
hnitt 4 (S. 45) erläutert wurde, löst man ein molekulares Opti-

mierungsproblem dur
h iterative Wiederholung der folgenden Einzels
hritte:

• Vermessung des Systems in Stützpunkt Ri: Energie Ei und Gradient g i

• Prüfung auf Konvergenz

• Bestimmung des S
hrittvektors x i, d.h. im Falle eines Pfad�nder-Algorithmus:

� Bere
hnung der Su
hri
htung d i

� Ermittlung der S
hrittlänge si

=⇒ x i = sid i

• Aktualisierung der Geometrie:

Ri+1 = Ri + x i

Der Algorithmus wird beendet, wenn das System bestimmten Konvergenzkriterien

genügt oder wenn die energetis
hen Änderungen von Zyklus zu Zyklus hinrei
hend

gering sind.
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coord-Datei

measureSys

konvergiert ?

konvergiert ?

steepDesc

brackMin dirMin+

conjGrad

brackMin dirMin+

ja

nein

ja

nein

calcCGrad

measureSys calcCGrad

measureSys calcCGrad

coord-DateiOptimierte Geometrie

Startgeometrie

Best. von Energie u. Gradient

konvergiert ?

konvergiert ?

steepest descent

line search

Best. von Energie u. Gradient

conjugate gradient

line search

Best. von Energie u. Gradient

ja

nein

ja

nein

Abbildung 5.1: Programm-Ablauf und Implementierung. Die Begri�e measureSys,


al
CGrad, steepDes
, 
onjGrad, bra
kMin und dirMin bezei
hnen diejenigen Subrou-

tinen, die die auf der linken Seite dargestellten Aufgaben übernehmen.

Die Implementierung des Optimierungskonzeptes wird in Abbildung 5.3 darge-

stellt. Der Hauptprogrammteil main prüft das Vorhandensein aller für den Ablauf

notwendigen Informationen wie

• Wel
he Geometrie hat das zu vermessende System?

• Wel
he Re
henmethode soll benutzt werden?

• Sind alle notwendigen Dateien zugängli
h und mit den korrekten Attributen

versehen?

• Wel
he Parameter wurden per Input-Datei übergeben und wo werden statt-

dessen die Standardeinstellungen verwendet? (siehe au
h Abs
hnitt 5.4, S. 74)

Dana
h übergibt main das Kommando an die Subroutine optGeom, das eigentli
he

Herzstü
k der Optimierung. optGeom verwaltet die Dur
hführung folgender Funk-

tionen:

• Allozierung der für die Re
hnungen benötigten Felder für Geometrien 
Geom,

Gradienten 
Grad und konjugierte Ri
htungen 
onjDir

• Eliminierung der Translations-Freiheitsgrade dur
h Fixierung eines geeigneten

Atoms
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• Aufruf der Subroutine measureSys zur Bere
hnung der Systemenergie und

Ermittlung des Gradienten mittels 
al
CGrad

• Ansteuerung der Optimierungs-Algorithmen Steepest Des
ent und Conjugate

Gradient

• Bere
hnung von Energie und Gradient des aktualisierten Systems

• Prüfung auf Konvergenz und Start eines weiteren Zyklus oder gegebenenfalls

Abbru
h

Der �Zuständigkeitsberei
h� von optGeom ist in Abbildung 5.3 mit mittlerem Blau

unterlegt.

Die Subroutine measureSys übernimmt während des gesamten Programmablaufs

die Vermessung des Systems na
h jedem vollständig abges
hlossenem Zyklus; sie be-

stimmt Energie und Gradient. Na
h einer ersten Konvergenz-Abfrage werden Geo-

metrie und Gradient an die Subroutine steepDes
 weitergegeben. steepDes
 startet

den Line Sear
h in Ri
htung des steilsten Abstiegs, d.h. in Gradienten-Ri
htung. Der

Line Sear
h, bestehend aus den Subroutinen bra
kMin und dirMin, ermittelt das

Ri
htungsminimum. Daraus bere
hnet steepDes
 die neue Geometrie und meldet

sie zurü
k an optGeom. optGeom prüft erneut auf Konvergenz und führt je na
h

S
hwellwert einen weiteren Steepest Des
ent-S
hritt dur
h oder startet den Conju-

gate Gradient-Algorithmus. 
onjGrad bestimmt die Ri
htung für na
hfolgende Line

Sear
hes na
h dem in Abs
hnitt 4 (S. 45) dargestellten Formalismus und initiiert

ihn. optGeom prüft daraufhin wiederum via measureSys auf Konvergenz und ent-

s
heidet über weitere Iterationen oder einen Abbru
h wegen hinrei
hend optimierter

Geometrie.

5.3.1 Das Konvergenzkriterium

Die Frage na
h einem geeigneten Konvergenzkriterium ist die Frage na
h dem ent-

s
heidenden Charakteristikum einer Glei
hgewi
hts-Geometrie. Na
h formalistis
hen

Gesi
htspunkten ist sie das Minimum eines Potenzialtopfes, d.h. sie ist gekennzei
h-

net dur
h den geringsten Energiegehalt und eine vers
hwindende Energie-Änderung

δE bei in�nitesimaler Deformation δp entlang des Deformationsvektors p:

δE

δp
= 0 (5.1)

In vielen Fällen wird die Optimierung als konvergiert betra
htet, wenn der letzte

S
hritt kaum eine Energie-Änderung herbeigeführt hat:

E(Ri+1) ≈ E(Ri) (5.2)

Die Gefahr dieses Kriteriums ist, dass eine Optimierung au
h dann als fäls
hli
her-

weise abges
hlossen angesehen wird, wenn der S
hrittvektor die Geometrie zufällig

gerade auf die gegenüberliegende Seite des Potenzialtopfes deformiert hat, wie in
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p
o
te

n
zi

el
le

 E
n
er

g
ie

 E

R

Emin

Ei+1
Ei

xi

Abbildung 5.2: Worst 
ase s
enario einer Optmierung mit dem Abbru
hkriterium an-

nähernder Energie-Glei
hheit Ei+1 ≈ Ei na
h dem i-ten S
hritt mit S
hrittvektor x i: Die

Optimierung wird als konvergiert abgebro
hen, obwohl das Minimum no
h ni
ht errei
ht

wurde.

Abbildung 5.2 dargestellt. Die Wahrs
heinli
hkeit für das Eintre�en eines sol
hen

�worst 
ase s
enarios� sinkt mit der Gröÿe des Moleküls, da es für jede Dimension

mehr oder weniger gut erfüllt sein muss.

Denno
h ist es zuverlässiger und na
h Glei
hung (5.1) naheliegender, das Kon-

vergenzkriterium mit dem Gradienten zu verknüpfen. Da der Gradient ein Vektor

ist, bere
hnet man seine euklidis
he Norm

|g | =
√∑

i

g2
i (5.3)

und optimiert, bis diese einen bestimmten S
hwellwert unters
hreitet. Da jedes Atom

annähernd additiv zur Gradientennorm beiträgt, ist diese Forderung an groÿe Mo-

leküle unglei
h härter und benötigt deutli
h mehr S
hritte als das bei kleineren

Systemen der Fall ist. Das Kriterium skaliert fals
h, und man erhält für gröÿere

Moleküle verhaltnismäÿig bessere Geometrien als für kleinere. Aus diesem Grunde

werden statt dessen die Normen aller atomarer Gradienten

|gatom| =

√√√√
3∑

k=1

g2
atom,k mit k = Raumkoordinaten-Index (5.4)

ermittelt. Die gröÿte dieser Normen muss einen bestimmten S
hwellwert unters
hrei-

ten, damit die Optimierung als konvergiert gilt.

5.3.2 Die Bere
hnung der Gradienten

Die Problematik numeris
her Gradienten wurde in Abs
hnitt 4.3.1 (S. 50) ausführ-

li
h bes
hrieben.
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Da die zur Ermittlung des Gradienten notwendige inkrementelle Auslenkung

entlang der kartesis
hen Einheitsvektoren in aller Regel einen Bru
h der Symme-

trie verursa
ht, ist der Optimierer grundsätzli
h ni
ht in der Lage, entspre
hende

Punktgruppen beizubehalten. Zum aktuellen Zeitpunkt wurde jedo
h zumindest ei-

ne Eliminierung der Translations-Freiheitsgrade integriert. Die Implementierung von

internen Koordinaten und Symmetrie-Eigens
haften sind Gegenstand zukünftiger

Weiterentwi
klungen, die den numeris
hen Aufwand erhebli
h senken können.

Es werden zunä
hst grundsätzli
h Zwei-Punkt-Gradienten generiert. Sobald die

maximale atomare Gradientennorm einen bestimmten Grenzwert unters
hreitet,

s
haltet das Programm dynamis
h auf die Erzeugung exakterer 3-Punkt-Gradienten

um. Diese verursa
hen zwar eine Verdopplung des re
hneris
hen Aufwandes, do
h

sind sie für eine zuverlässige Lokalisierung des Minimums unverzi
htbar (s. Abb. 4.5,

S. 52). Der Anwender hat über die Eingabedatei die Mögli
hkeit, die Ermittlung der

Gradienten während der gesamten Optimierung auf den 2-Punkt- oder den 3-Punkt-

Algorithmus fest zu legen.

Ein sensibler Punkt der Gradienten-Bere
hnung ist das Inkrement h (s. Ab-

s
hnitt 4.3.1, S. 52). Es wurde daher die in der Publikation von Baker [1987℄ refe-

renzierte Vors
hrift na
h Gill u. a. [1981℄ implementiert:

h = 20

√
∆err

1 + |E(R)| (5.5)

Darin wird das Inkrement h in Abhängigkeit von der Fehlertoleranz ∆err der jeweils

benutzten quanten
hemis
hen Methode und dem Absolutwert der Energie bere
hnet.

Da die Ermittlung eines numeris
hen Gradienten imGrunde einer systematis
hen

Bere
hnung von (3N −3) unabhängigen Einzelpunkten auf der Energie-Hyper�ä
he

ist, bietet si
h hier die Mögli
hkeit einer zukünftigen Parallelisierung.

5.3.3 Bestimmung der Su
hri
htung

Von den drei Mögli
hkeiten, Steigungsinformationen für die Bestimmung einer Su
h-

ri
htung im Sinne eines Pfad�nder-Algorithmus zu nutzen (Steepest Des
ent, Conju-

gate Gradient und Quasi-Newton), war die Wahl aus vers
hiedenen Gründen (S. 65)

auf ein Conjugate-Gradient-Verfahren gefallen. Die Conjugate-Gradient-Rekursion

(4.26 auf S. 55) erfordert jedo
h zwei Gradienten, die typis
herweise dur
h einen ini-

tialen Steepest-Des
ent-S
hritt erzeugt werden. Die erste Su
hri
htung d 1 entspri
ht

also immer der Gegenri
htung des ersten Gradienten, −g1:

R2 = R1 − s1g1 (5.6)

Die S
hrittlänge s1 wird beim ersten Line Sear
h ermittelt (s.u.). Sobald zwei Gradi-

enten zur Verfügung stehen, hat man die Wahl zwis
hen weiteren Steepest-Des
ent-
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Iterationen und dem Einstieg in den Conjugate-Gradient-Formalismus. Der Anwen-

der hat drei Mögli
hkeiten, auf diese Ents
heidung Ein�uss zu nehmen:

• Jede Iteration folgt bis zur Konvergenz der Ri
htung des steilsten Abstiegs

(
omplete Steepest Des
ent).

• Na
h dem obligatoris
hen ersten Steepest-Des
ent-S
hritt sollen alle weiteren

S
hritte in 
onjugierte Ri
htungen erfolgen (
omplete Conjugate Gradient).

• Unters
hreitet die maximale atomare Gradientennorm einen Grenzwert, so

wird dynamis
h von Steepest Des
ent auf Conjugate Gradient umges
haltet.

Da der Steepest-Des
ent-Algorithmus die Energie eines Systems unabhängig von

quadratis
hen Modellpotenzialen minimiert, emp�ehlt er si
h besonders in Fällen

groÿer Entfernung vom Minimum der Hyper�ä
he. Be�ndet si
h eine Geometrie al-

lerdings hinrei
hend nah der Glei
hgewi
hts-Geometrie, sollte man das e�zientere

Konvergenzverhalten einer Conjugate-Gradient-Optimierung nutzen. Diese Fakten

spre
hen für ein dynamis
hes Ums
halten der Methoden. Der S
hwellwert des Um-

s
haltens wurde anhand einiger Fallbeispiele auf 0.05 festgelegt (dieser Wert kann

dur
h den Parameter sd2
d in der Eingabedatei umde�niert werden, s.u.).

Wie in Abs
hnitt 4.3.3 (S. 54) bereits erläutert wurde, kann der für die Conjugate-

Gradient-Rekursion bedeutsame Parameter γi auf zweierlei Weise ermittelt werden.

Dabei folgt die Bestimmungsglei
hung von Flet
her und Reeves (4.29 auf S. 55)

dem strikten, für �ideale� mehrdimensional parabolis
he Szenarien gültigen Forma-

lismus, während mit der Formel von Polak und Ribière (4.30, S. 56) gegebenenfalls

auftretende numeris
he Unzulängli
hkeiten abgefangen und korrigiert werden. Beide

Alternativen wurden implementiert, jedo
h hat si
h bei den dur
hgeführten Optimie-

rungen die Bere
hnung von γi na
h Polak und Ribière als e�zienter herausgestellt.

5.3.4 Die S
hrittlänge

Die Bestimmung der S
hrittlänge erfolgt iterativ dur
h eine Reihe inverser parabo-

lis
her Interpolationen gemäÿ Glei
hung (4.11) bis zur Konvergenz. Voraussetzung

dafür sind drei in Su
hri
htung ermittelte Punkte P,Q und R, wie in Abs
hnitt 4.1

(S. 46) bes
hrieben. Einzige Forderung an diese Punkte ist, dass sie ein Minimum

einrahmen, andernfalls wäre das Ergebnis der parabolis
hen Interpolation eine qua-

dratis
he Funktion mit negativer Krümmung und würde folgli
h ein Maximum er-

mitteln. Zur Detektion geeigneter Punkte auf der Hyper�ä
he in der Su
hri
htung

d i geht das Programm folgendermaÿen vor:

1. Zunä
hst wird in Abhängigkeit von der Gradientennorm gradNorm die Stre
ke


Put ermittelt gemäÿ


Put = 0.15/
√
gradNorm (5.7)
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Dieser analytis
he Ausdru
k und der Parameter wurden iterativ mit den Fit-

Routinen von gnuplot (Williams und Kelley [2000℄) bestimmt, wobei eine

Reihe von Messdaten das Trainingsset bildeten. Günstigstenfalls entspri
ht


Put der gesu
hten S
hrittlänge si und führt direkt in das Minimum der Su
h-

ri
htung d i. Ungünstigstenfalls deformiert dieser Wert das Molekül zu stark,

so dass der bere
hnete Wert für 
Put dur
h seinen maximal zulässigen Wert

1

ersetzt wird.

2. Im Abstand 
Put wird ein erster Energiewert bestimmt und mit dem Energie-

wert der Einstiegsgeometrie vergli
hen.

3. In Abhängigkeit, ob Elongation um 
Put entlang der Su
hri
htung die Ener-

gie erhöht oder verringert hat, werden weitere Punkte auf dem Su
hvektor

bere
hnet, und zwar so lange, bis ein Minimum eingerahmt wird.

Das ermittelte Punkte-Tripel dient nun als Grundlage für mehrere inverse parabo-

lis
he Interpolationen, bis der energetis
he Unters
hied der einrahmenden Punkte

zumMinimum eine Energie-Di�erenz in der 5. Na
hkommastelle unters
hreitet. Laut

S
hli
k [1992℄ bes
hleunigt ein präziser Line Sear
h deutli
h die Konvergenz eines

Conjugate Gradient-Verfahrens.

5.4 Eingabe-Optionen

Die Eingabedatei (�Input�) gibt dem Anwender die Mögli
hkeit, den Optimierungs-

Vorgang zu beein�ussen. Alle Optionen werden S
hlüsselwort getrieben angegeben,

dabei muss jedes S
hlüsselwort mit mit dem Zei
hen $ beginnen, um vom Programm

als sol
hes erkannt zu werden. Alle Zeilen , die ni
ht mit $ beginnen, werden ignoriert

und können zur Kommentierung genutzt werden. In seiner aktuellen Version bietet

das Programm die folgenden Einstellmögli
hkeiten:

$method <string>

Mit diesem S
hlüssel wird die zu benutzende Einzelpunkt-Bestimmungsmetho-

de gewählt. Bisherige Einstellmögli
hkeiten sind ds
f und mr
i, wobei ds
f

die Standardeinstellung ist.

$state <int>

Hier legt der Benutzer fest, wel
her elektronis
he Zustand optimiert werden

soll. Die Einstellung ist nur relevant, wenn als Methode mr
i gewählt wurde,

bei ds
f-basierten Optimierungen wird sie ignoriert. Das Programm wird na
h

einer ersten MRCI-Referenzraum-Erzeugung den <int>-ten Zustand auslesen,

dessen dominante Anregung abspei
hern und den Zustand in allen Folges
hrit-

ten anhand dieser Anregung identi�zieren. Man bedenke, dass für die Optimie-

rung des S0-Grundzustandes gemäÿ der internen MRCI-Nummerierung eine 1

angegeben werden muss, was au
h die Standardeinstellung ist.

1

erlaubt die maximale Vers
hiebung eines Atoms um 0.01bohr

74



KAPITEL 5. DAS PROGRAMM 5.5. AUSGABE

$gradpoints <int>

An dieser Stelle kann der Anwender die Erzeugung der Gradienten als 2-Punkt-

oder 3-Punkt-Verfahren vors
hreiben. Standardeinstellung ist ein dynamis
hes

Ums
halten zwis
hen 2-Punkt- und 3-Punkt-Gradient na
h Unters
hreiten ei-

nes gewissen S
hwellwertes für die maximale atomare Gradientennorm, wie in

Abs
hnitt 5.3.1 bes
hrieben.

$max
y
le <int>

In man
hen Fällen kann es sinnvoll sein, die Anzahl maximal erlaubter Zyklen

zu begrenzen oder zu erweitern. Sollte diese Anzahl errei
ht werden, bevor

das Konvergenzkriterium erfüllt ist, wird eine Datei namens NOT.CONVERGED

erzeugt. Ohne diese Ein�ussnahme wird die Optimierung na
h 100 Zyklen

beendet.

$
onvnorm <real>

Das Konvergenzkriterium ist standardmäÿig auf eine maximale atomare Gra-

dientennorm von 0.0005 festgelegt. Unter Umständen sind gerade au
h bei

re
henintensiven groÿen Systemen Geometrien weniger hoher Qualität ausrei-


hend, so dass man diesen Wert steigern mö
hte.

$inkr <real>

An dieser Stelle de�niert der Anwender die Auslenkung h der numeris
hen

Gradienten-Bestimmung. Diese Werte hängen stark vom Fehler ∆err der je-

weils verwendeten Methode ab und werden daher vom Programm komfortabel

und zuverlässig na
h Vors
hrift (5.5), die bei Gill u. a. [1981℄ zu �nden ist,

bestimmt. Eine Änderung dieser Einstellung emp�ehlt si
h nur in besonderen

Fällen. Typis
he Werte liegen zwis
hen 0.001 und 0.0005.

5.5 Ausgabe

Während der Optimierung informiert das Programm in der Standardausgabe um-

fassend über den aktuellen Status und bere
hnete Werte. Dazu zählen die folgenden

Daten:

• Parameter der Optimierung, z.B. verwendete quanten
hemis
he Methode, zu

optimierender elektronis
her Zustand und weitere aus der Eingabedatei über-

nommene Einstellungen

• aktuelle Stützpunkt-Geometrie

• Status von Gradienten-Bere
hnungen und Line Sear
hes

• Gradienten und konjugierte Su
hri
htungen

• ermittelte S
hrittlängen
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• Informationen über dynamis
hes Ums
halten von Steepest Des
ent zu Conju-

gate Gradient, bzw. von 2-Punkt zu 3-Punkt-Gradienten, et
.

• Angabe der aktuellen molekularen und maximalen atomaren Gradientennorm

• statistis
he Zusammenfassung der Anzahlen benötigter Steepest-Des
ent- und

Conjugate-Gradient-S
hritte sowie Gesamtzahl dur
hgeführter Einzelpunkt-

Re
hnungen

5.6 Geplante Erweiterungen

Das hier vorgestellte Programm ist in man
herlei Hinsi
ht erweiterbar. Wüns
hens-

wert s
heint jede Maÿnahme, die den numeris
hen Re
henaufwand verringern kann.

Dazu zählen vor allem die in Abs
hnitt 4.7 (S. 61) dargestellten Methoden zu Re-

duktion der Freiheitsgrade, allen voran die Einführung interner Koordinaten und

Symmetrie. In Vorbereitung sind die Parallelisierung der Gradienten-Bere
hnung

inklusive Lastverteilung na
h einem Server-Client-S
hema und die Mögli
hkeit eines

Neustarts na
h Abbru
h (�Restart�).
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Kapitel 6

Formaldehyd

Als einfa
hste Carbonylverbindung war und ist Formaldehyd Gegenstand zahlrei
her

Untersu
hungen der Physikalis
hen und Theoretis
hen Chemie. Unter Letzteren zu

nennen sind vor allem die Pionierarbeiten von Whitten und Ha
kmeyer [1969℄ sowie

Buenker und Peyerimho� [1970℄, aber au
h aktuellere Untersu
hungen mit Multi-

Referenz-CI-Verfahren (Harding und Goddard III [1977℄; Ha
hey u. a. [1995℄; Ha
hey

und Grein [1995℄; Grein und Ha
hey [1996℄; Peri¢ u. a. [2000℄), mit Complete-a
tive-

spa
e in Kombination mit Störungstheorie zweiter Ordnung (CASPT2, Mer
hán und

Roos [1995℄) und mit Equation-of-motion-Algorithmen (EOM, Yeager und M
Koy

[1974℄; Gwaltney und Bartlett [1999℄). Da Formaldehyd eine der wenigen Spezies ist,

für die au
h Geometrien elektronis
h angeregter Zustände experimentell bestimmt

wurden (Raynes [1966℄; Taylor u. a. [1982℄; Takagi und Oka [1963℄; Job u. a. [1969℄;

Chutjian [1974℄; Hodges u. a. [1958℄; Birss u. a. [1973℄; Jones und Coon [1969℄ und

Referenzen darin), eignet es si
h als Prüfstein für ein Programm zur Geometrie-

Optimierung auf Potenzial-Hyper�ä
hen dieser Zustände. In diesem Kontext rele-

vante Übersi
htsartikel stammen z.B. von Davidson und M
Mur
hie [1982℄ sowie

Clouthier und Ramsay [1983℄.

6.1 Validierung und Leistungsverglei
h

Um die korrekte und e�ektive Funktionsweise des hier implementierten Optimierers

si
her zu stellen, wurde er zunä
hst mit dem in der Turbomole-Suite implemen-

tierten Optimierer vergli
hen. Da die dabei verwendete quanten
hemis
he Methode

ein SCF-Algorithmus ist, Elektronen-Korrelation also unberü
ksi
htigt bleibt, be-

s
hränkt si
h die Optimierung auf die Grundzustands-Geometrie S0, und es wird in

diesem ersten S
hritt auf einen Verglei
h zu experimentellen Werten verzi
htet.
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6.1.1 Te
hnis
he Details

Zum Einsatz kam das Turbomole-Modul ds
f (direktes SCF: Integrale werden

ni
ht auf der Festplatte gespei
hert, sondern in jeder Iteration na
h Bedarf neu er-

zeugt), die Energie-Konvergenz der SCF-Prozedur wurde auf s
f
onv=10−8
Ha fest-

gesetzt. Die folgenden Optimierungs-Varianten wurden getestet: Steepest Des
ent

und Hesse-Matrix-Aktualisierungen zum einen na
h dem BFGS-Algorithmus und

zum anderen na
h dem Ahlri
hs-S
hema, das die Standard-Einstellung im Turbo-

mole-Paket ist (Karlsruher Quanten
hemie-Gruppe [1998℄). Dem Ahlri
hs-S
hema

liegen mehrere der in Kapitel 4 bespro
henen Algorithmen zu Grunde. Man startet

mit einer linearen Zwei-Punkt-Extrapolation der Geometriedaten und s
haltet dann

auf das Pulays
he GDIIS-Verfahren zur Geometrie-Vorhersage um, kombiniert mit

einer Aktualisierung der Diagonalelemente der Hesse-Matrix. In kritis
hen Fällen,

d.h. wenn na
h einer vorgegebenen Anzahl von Iterationen die Gradienten-Norm

immer no
h zwis
hen 0.01 und 0.001 liegt, wird die Matrix na
h dem vollen BFGS-

Algorithmus aktualisiert.

Der Optimierer dieser Arbeit wurde in seiner Standard-Einstellung, d.h. dyna-

mis
her Ums
haltung von Steepest Des
ent zu Conjugate Gradient bei einer maxi-

malen atomaren Gradienten-Norm von 0.01, und als vollständige Steepest-Des
ent-

Methode dur
hgeführt, dabei wurden die numeris
hen Gradienten als Drei-Punkt-

Gradienten (siehe Abs
hnitt 4.3.1, S. 51) ermittelt.

Die Testläufe wurden mit je drei Start-Geometrien dur
hgeführt, die in Tabelle

6.1 aufgelistet sind. Geometrie 1 wurde als �plausible� Konformation mit dur
h-

Koordinate Geometrie 1 Geometrie 2 Geometrie 3 Referenz

RCO 1.220 2.0109 1.1863 1.1863

RCH1
1.089 0.5426 1.0961 1.0961

RCH2
1.089 2.1706 1.0961 1.0961

∡HCH 120.0 117.97 121.94 116.14

∡OCH 120.0 121.02 90.0 121.93

∡oop 0.0 0.0 90.0 0.0

Tabelle 6.1: Start- und Referenz-Geometrien der Optimierungs-Tests in Å und Grad

s
hnittli
hen Bindungslängen und Bindungswinkeln von 120

◦
angesetzt, in Geome-

trie 2 wurden die Abstände der als Glei
hgewi
hts-Geometrie bere
hneten Bindun-

gen verändert und die pyramidale Geometrie 3 entspri
ht einer Winkel-Deformation

der Glei
hgewi
hts-Struktur. Aus Gründen der Verglei
hbarkeit wurden alle Geome-

trien in C1-Symmetrie bere
hnet. Die Referenz-Geometrie wurde dur
h eine Turbo-

mole-Optimierung na
h einem Quasi-Newton-Verfahren mit Ahlri
hs-S
hema bei

strengeren Konvergenz-Kriterien (Energie: 10−4
mHa, maximale Norm des kartesi-

s
hen molekularen Gradienten: 10−4
) ermittelt. Die Tabellen 6.2 bis 6.4 fassen die

Ergebnisse zusammen.
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Tabelle 6.2: Verglei
h vers
hiedener Optimierungs-Algorithmen mit dem Optimierer die-

ser Arbeit für die Geometrie 1

Tm Tm Tm diese Arbeit

SD BFGS Ahlri
hs SD CG

RCO 1.1863 1.1865 1.1860 1.1863 1.1864

RCH 1.0968 1.0956 1.0962 1.0959 1.0963

∡HCH 116.38 116.22 116.10 116.39 116.18

∡OCH 121.79 121.89 121.95 121.80 121.91

∡oop 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Anzahl der S
hritte 13 7 6 11 10

Norm des atomaren

Gradienten (·10−4
)

7.26 6.45 6.07 4.83 1.70

Tm: Turbomole

SD: Steepest Des
ent

CG: Conjugate Gradient

BFGS: Quasi-Newton-Verfahren na
h Broyden-Flet
her-Goldfarb-Shanno

Ahlri
hs: Verknüpfung vers
hiedener Algorithmen, Bes
hreibung siehe Text

Tabelle 6.3: Verglei
h vers
hiedener Optimierungs-Algorithmen mit dem Optimierer die-

ser Arbeit für die Geometrie 2 (deformierte Bindungslängen)

Tm Tm Tm diese Arbeit

SD BFGS Ahlri
hs SD CG

RCO 1.1860 1.1864 1.1863 1.1861 1.1861

RCH 1.0961 1.0968 1.0961 1.0962 1.0963

∡HCH 116.06 116.07 116.11 115.94 115.89

∡OCH 121.97 121.97 121.94 122.04 122.05

∡oop 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Anzahl der S
hritte 24 18 18 21 19

Norm des atomaren

Gradienten (·10−4
)

7.73 6.67 0.62 3.57 3.81

Abkürzungen und Einheiten wie oben in Tab. 6.2

6.1.2 Diskussion

Die Turbomole-Optimierungs-Module arbeiten mit analytis
hen Gradienten und

lassen daher eine deutli
h s
hnellere Konvergenz der Geometrien erwarten, als das

bei einem numeris
hen Optimierer dieser Arbeit der Fall sein kann (siehe Abs
hnitt
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Tabelle 6.4: Verglei
h vers
hiedener Optimierungs-Algorithmen mit dem Optimierer die-

ser Arbeit für Geometrie 3 (deformierte Bindungswinkel)

Tm Tm Tm diese Arbeit

SD BFGS Ahlri
hs SD CG

RCO 1.1862 1.1864 1.1862 1.1865 1.1865

RCH 1.0962 1.0959 1.0958 1.0961 1.0959

∡HCH 116.12 116.12 116.14 116.13 116.12

∡OCH 121.93 121.92 121.92 121.93 121.94

∡oop ≈ 0.0 ≈ 0.0 ≈ 0.0 ≈ 0.0 ≈ 0.0

Anzahl der S
hritte 53 16 15 34 30

Norm des atomaren

Gradienten (·10−4
)

2.30 2.77 3.59 3.64 4.18

Abkürzungen und Einheiten wie oben in Tab. 6.2

4.3, S. 49). Unglü
kli
herweise verwenden beide Verfahren unters
hiedli
he Kon-

vergenz-Kriterien, was die Verglei
hbarkeit eins
hränkt. Turbomole bri
ht den

Vorgang ab, wenn die Norm des kartesis
hen molekularen Gradienten einen Grenz-

wert von 10−3
unters
hreitet und/oder die Änderung der Energie im letzten S
hritt

unterhalb 10−3
mHa lag (Turbomole Manual, Karlsruher Quanten
hemie-Grup-

pe [1998℄). In der vorliegenden Arbeit wurde statt dessen die maximale Norm ei-

nes atomaren Gradienten, also ein Maÿ für die auf ein einzelnes Atom wirkende

Kraft, als Abbru
h-Kriterium heran gezogen und auf 5 · 10−4
festgesetzt (siehe Ab-

s
hnitt 5.3.1, S. 70)). Um also die Qualität der optimierten Geometrien verglei
hen

zu können, wurde jeweils diese atomare Gradienten-Norm au
h für Turbomole-

optimierte Geometrien in den Ergebnis-Tabellen 6.2 bis 6.4 mit aufgeführt. Als Vor-

teil des numeris
hen Verfahrens könnte es si
h erweisen, dass in jeder Iteration im

Sinne eines Pfad�nder-Algorithmus ein Line Sear
h dur
hgeführt wird, so dass je-

de Iteration si
her ins Ri
htungsminimum führt, während dies bei Algorithmen mit

festem S
hrittvektor, wie sie im Turbomole-Optimierer verwendet werden, ni
ht

immer gewährleistet ist. der bei relativ hoher Präzision (Konvergenz der Energie in

der 6. Na
hkommastelle) in der Regel zwis
hen 5 und 7 Einzelpunkt-Bere
hnungen

erfordert. Die Turbomole-Optimierungen verwenden selbst im Steepest-Des
ent-

Modus keinen Line Sear
h, was aus einem Zeitverglei
h zweier Re
hnungen (einmal

ohne Line Sear
h, einmal Steepest Des
ent) hervor geht.

Start-Geometrie 1 liegt bereits in der Nähe des Minimums einer DFT/DSCF-

Potenzialmulde. Während der Optimierung müssen die CO-Bindung RCO um 3.4pm

verkürzt, die CH-Bindungen RCH um 0.7pm gestre
kt und der Spreizwinkel ∡HCH

um etwa 4

◦
verringert werden. Damit kann angenommen werden, dass wir uns im lo-
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kalen Berei
h der Glei
hgewi
hts-Geometrie be�nden, wo Quasi-Newton-Verfahren

besonders e�ektiv arbeiten (siehe Abs
hnitt 4.3.4, S. 56). Tatsä
hli
h gelangen die

Turbomole-Algorithmen mit Hesse-Aktualisierung na
h 6 bzw. 7 S
hritten ins Mini-

mum. Das Turbomole-Steepest-Des
ent-Verfahren benötigt dagegen etwa doppelt

so viele Iterationen. Au
h der numeris
he Optimierer führt verlässli
h und s
hnell

zum Minimum: Steepest-Des
ent und Conjugate-Gradient ermitteln na
h 11 bzw. 10

S
hritten Geometrien höherer Qualität, wie aus den Abwei
hungen der Bindungs-

längen und den atomaren Gradienten-Normen zu sehen ist. Die s
hnelle Konvergenz

des Steepest-Des
ent-Algorithmus ist darauf zurü
k zu führen, dass die Kopplun-

gen der Variablen relativ gering sind (siehe Abs
hnitt 4.3.2, S. 53): Im Wesentli
hen

we
hseln die Optimierungs-S
hritte zwis
hen einer Verkürzung der CO-Bindung und

einer Na
hrelaxation der CH-Bindungen und des HCH-Winkels, so dass eine neu-

erli
he Verkürzung der CO-Bindung mögli
h wird, und so fort. Der Verglei
h der

Steepest-Des
ent-Optimierungen miteinander zeigt, dass der im Allgemeinen unge-

nauere numeris
he Gradient kombiniert mit einem Pfad�nder-Algorithmus ein bes-

seres Konvergenzverhalten aufweist.

Start-Geometrie 2 wurde so angesetzt, dass im Wesentli
hen die Bindungs-

längen optimiert werden müssen. Da Stre
ks
hwingungen in der Regel höher fre-

quent s
hwingen als Winkel-Deformations-Moden, haben sie höhere Kraftkonstan-

ten, glei
hbedeutend mit hohen Eigenwerten der Hesse-Matrix und einer starken

Krümmung der Potenzial�ä
he. Eine Stre
kung oder Stau
hung von Bindungen

lässt demna
h groÿe Gradienten erwarten, wodur
h si
h Fehler bei numeris
hen

Verfahren verringern. Des Weiteren wurden die Deformationen in Bindungsri
h-

tung jeweils so drastis
h gewählt, dass si
h der Startpunkt ni
ht mehr im lokalen

Berei
h des Potenzial-Minimums be�nden dürfte. Insgesamt begünstigen die Start-

Bedingungen also den numeris
hen Optimierer und s
hwä
hen die Quasi-Newton-

Algorithmen. Tatsä
hli
h können die numeris
hen Varianten zu den Aktualisierungs-

Methoden aufs
hlieÿen; das Conjugate-Gradient-Verfahren benötigt ledigli
h einen

S
hritt mehr als die �quadratis
hen� Turbomole-Routinen, um eine Geometrie

sehr guter Qualität zu �nden. Es fällt auf, dass die vom quadratis
hen Modellpoten-

zial weitgehend unabhängigen Steepest-Des
ent-Methoden ganz besonders von der

drastis
hen Deformation bei verhältnismäÿig geringer Variablen-Kopplung pro�tie-

ren.

Start-Geometrie 3 wurde komplementär zu Geometrie 2 konzipiert. Der Opti-

mierer hatte die Aufgabe, eine pyramidale Verzerrung aufzuheben und das Molekül

in seinen planaren Glei
hgewi
htszustand zurü
k zu führen. Winkel-Deformationen

sind übli
herweise �wei
here� Moden mit niedrigeren Kraftkonstanten als Valenz-

Moden. Die entspre
henden Krümmungen auf der Potenzial�ä
he sind relativ �a
h

und das Risiko einer numeris
hen Fehlkalkulation ho
h. Darüber hinaus sind die

Voraussetzungen für Steepest-Des
ent-Algorithmen ungünstiger, da jede Änderung
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der Struktur einen Ein�uss auf die nun näher liegenden Na
hbar-Atome hat, so

dass mehr Variablen koppeln. Das zeigt si
h überdeutli
h in den 53 Iterations-

S
hritten des Turbomole-SD-Testlaufes. Die Quasi-Newton-Methoden der Tur-

bomole-Suite zeigen si
h davon verglei
hsweise unbeeinträ
htigt und minimieren

die Struktur in 15 bzw. 16 S
hritten. Für die glei
hermaÿen langsame Konvergenz

beider numeris
her Verfahren s
heint tatsä
hli
h die s
hle
hte Qualität der Gradi-

enten verantwortli
h zu sein. Dabei wird ein ähnli
h extremer Einbru
h der E�-

zienz beim Steepest-Des
ent-Verfahren dur
h die Zuverlässigkeit des Line Sear
hes

abgefangen, während eine e�ektive Akkumulation lokaler Daten beim Conjugate-

Gradient-Algorithmus o�enbar dur
h unpräzise Gradienten einges
hränkt wird.

Es sei abs
hlieÿend darauf hingewiesen, dass die hier kommentierten Ergebnisse

aus Zeitgründen nur dur
h einzelne Testläufe ermittelt wurden und ni
ht etwa � wie

es für eine vollständige statistis
he Abhandlung notwendig gewesen wäre � dur
h

systematis
h angesetzte Testreihen. Denno
h sind die Tendenzen eindeutig.

Da es ni
ht Sinn und Zwe
k eines auf numeris
hen Gradienten-Verfahrens sein

kann, mit analytis
h basierten Methoden zu konkurrieren, wurde auf eine Laufzeit-

Analyse verzi
htet. Es soll jedo
h ni
ht vers
hwiegen werden, dass ein Iterations-

Zyklus des numeris
hen Optimierers im Dur
hs
hnitt etwa 20 Mal so lange dauerte

wie ein analytis
her Zyklus.

6.2 Optimierungen angeregter Zustände

Das hier vorgestellte numeris
he Optimierungs-Modul ist grundsätzli
h dazu geeig-

net, jedes beliebige quanten
hemis
he Verfahren zu verwenden. Besonders reiz- und

sinnvoll s
heint der Ans
hluss an ein Mehr-Determinanten-Verfahren zu sein, das

zwar Ergebnisse hoher Qualität liefert, aber keine Mögli
hkeit zur Bere
hnung ana-

lytis
her Gradienten vorsieht. Ein sol
hes Verfahren ist die in Abs
hnitt 2.3.12 (S. 36)

erläuterte DFT/MRCI-Methode von Grimme und Waletzke [1999a℄. Im Folgen-

den wird die Optimierung angeregter Zustände des Formaldehyds auf DFT/MRCI-

Hyper�ä
hen bes
hrieben. Die für Geometrie-Optimierungen ausgewählten elektro-

nis
hen Zustände sind in Tabelle 6.5 aufgelistet.

Notation in

Zustand C2v Cs Charakter

S0 X1A1 X1A′

S1
1A2

1A′′ n→ π∗

S4
1A1

1A′ π → π∗

T1
3A2

3A′′ n→ π∗

T2
3A1

3A′ π → π∗

Tabelle 6.5: Formaldehyd: Symmetrie, Notation und Charakter von Grundzustand und

untersu
hten elektronis
h angeregten Zuständen

84



KAPITEL 6. FORMALDEHYD 6.2. ANGEREGTE ZUSTÄNDE

Während der Optimierungen kam ein TZVP-Basissatz aus der Turbomole-Biblio-

thek zum Einsatz. Da die Ein�üsse von Rydberg-Zuständen auf niedrig liegende

angeregte Zustände gering sind (Peyerimho� u. a. [1971℄), wurden entspre
hende

Funktionen ni
ht in die Basis miteinbezogen. Als einziger der untersu
hten Zustän-

de liegt der

1(π → π∗)-Zustand (S4) energetis
h so ho
h, dass er starke Rydberg-

Valenz-Mis
hungen mit dem

1(n→ py)-Zustand aufweist (Ha
hey u. a. [1995℄). Das

Verfahren bes
hränkt si
h deshalb auf die Optimierung der Geometrie in der Poten-

zialmulde mit Valenz
harakter. Für die Ermittlung von Anregungs-Energien wur-

de der Basissatz um Polarisationsfunktionen erweitert (TZVPP), und die Energie

der zu Grunde liegenden Turbomole-DFT/SCF-Module wurde mit 10−8
mHa als

konvergiert angesehen. Als Austaus
h-Korrelations-Funktional wurde wie oben die

BH-LYP (Be
ke [1993
℄; Lee u. a. [1988℄) Parameterisierung eingesetzt.

Der Referenzraum der DFT/MRCI-Bere
hnungen wurde iterativ bestimmt. Im

ersten S
hritt wurden die 8 Valenzelektronen des Formaldehyds beliebig auf 10

Valenzorbitale verteilt und hiervon Einfa
h- und Doppelanregungen erzeugt. Die

für die Bes
hreibung der 12 untersten Wurzeln wi
htigsten Kon�gurationen wur-

den dann im zweiten S
hritt als Referenz-Kon�gurationen benutzt. Der gesamte

DFT/MRCI-Raum wurde s
hlieÿli
h dur
h Einfa
h- und Doppel-Anregungen aus

diesen Referenz-Kon�gurationen generiert und bestand im Singulett-Fall aus 501

Kon�gurationen, entspre
hend 931 CSFs, im Triplett-Fall waren es 395 Kon�gura-

tionen und 711 CSFs.

Da die planare Konformation oftmals einen Sattelpunkt auf Hyper�ä
hen pyra-

midaler Moleküle darstellt, wurde für jeden elektronis
hen Zustand je eine planare

und eine pyramidale Start-Geometrie angesetzt. (Tatsä
hli
h sollte si
h herausstel-

len, dass planare Start-Geometrien immer au
h planar relaxierten, au
h wenn die

betre�ende Spezies im Potenzial-Minimum pyramidal gebaut ist.) Die Ergebnisse

der Optimierungen sind in den Tabellen 6.6 bis 6.9 zusammengefasst und werden

dort mit den Literaturwerten und Ergebnissen anderer Bere
hnungen vergli
hen.

Wel
he Änderungen in der Geometrie kann man auf Grund dieser Anregungen

erwarten?

Bindungslängen: Alle vier Anregungen besetzen das antibindende π∗
-Orbital

der Carbonyl-Funktion und verursa
hen somit eine Verlängerung der CO-Bindung

(Buenker und Peyerimho� [1970℄). Das Ausmaÿ der Verlängerung sollte bei Anre-

gungen aus dem bindenden π-Orbital deutli
her ausfallen als bei Anregungen aus

dem am Sauersto�-Atom lokalisierten ni
ht bindenden n-Orbital. Beide Annahmen

werden dur
h experimentelle Daten bestätigt (Clouthier und Ramsay [1983℄) und

sollten von quanten
hemis
hen Verfahren korrekt reproduziert werden.

Bindungswinkel: Bei den vier betra
hteten Anregungen erhöht si
h die Ladungs-

di
hte am Kohlensto�-Atom, weil das nunmehr besetzte π∗
-Orbital dort den gröÿe-

ren Koe�zienten hat. Da die erhöhte Ladungsdi
hte im p-Atomorbital eines sp

2
-
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Tabelle 6.6: Formaldehyd: Geometris
he Daten des Grundzustandes X1A1 (S0)

Koordinate Wert Methode, ggf. Basis Referenz

RCO 1.186 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

1.243 CI(PCMO) Buenker und Peyerimho� [1970℄

1.206 MRD-CI

b
Ha
hey u. a. [1995℄

1.206 CCSD(T)/CBS(aDTQ/e−x
) Dixon und Feller [1998℄

1.208 Exp. Takagi und Oka [1963℄

1.21 Exp.

a
Raynes [1966℄

1.203 Exp.

a
Jones und Coon [1969℄

1.199 DFT/MRCI diese Arbeit

RCH 1.091 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

1.103 CCSD(T)/CBS(aDTQ/e−x
) Dixon und Feller [1998℄

1.116 Exp. Takagi und Oka [1963℄

1.12 Exp.

a
Raynes [1966℄

1.094 DFT/MRCI diese Arbeit

∡HCH 116.3 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

116.4 CCSD(T)/CBS(aDTQ/e−x
) Dixon und Feller [1998℄

116.5 Exp. Takagi und Oka [1963℄

115. Exp.

a
Raynes [1966℄

116.8 DFT/MRCI diese Arbeit

∡OCH 121.9 RHF/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

121.7 Exp. Takagi und Oka [1963℄

121.6 DFT/MRCI diese Arbeit

∡oop 0.0 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

0.0 Exp. Takagi und Oka [1963℄

0.0 Exp.

a
Raynes [1966℄

0.0 DFT/MRCI diese Arbeit

a
Rotationsspektroskopie

b
MRD-CI mit 5mHa S
hwelle, Basissatz: TZVP+Ryd, optimiert wurde ledigli
h der

CO-Bindungsabstand
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Tabelle 6.7: Formaldehyd: Geometris
he Daten des S1-Zustandes
1A′′

(n→ π∗)

Koordinate Wert Methode, ggf. Basis Referenz

RCO 1.255 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

1.397 CI(PCMO) Buenker und Peyerimho� [1970℄

1.335 MRD-CI

a
Ha
hey u. a. [1995℄

1.384 CASSCF(6e-5MO)+SOCI Bataev u. a. [2000℄

1.324 EOM-CCSD Stanton u. a. [1995℄

1.340 P-EOM-MBPT(2) Gwaltney und Bartlett [1999℄

1.323 Exp.

b
Jensen und Bunker [1982℄

1.29 Exp.

b
Raynes [1966℄

1.328 DFT/MRCI diese Arbeit

RCH 1.085 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

1.096 EOM-CCSD Stanton u. a. [1995℄

1.093 P-EOM-MBPT(2) Gwaltney und Bartlett [1999℄

1.103 Exp.

b
Jensen und Bunker [1982℄

1.10 Exp.

b
Raynes [1966℄

1.088 DFT/MRCI diese Arbeit

∡HCH 118.3 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

118.6 Exp. Shah und Moule [1978℄

118.1 Exp.

b
Jensen und Bunker [1982℄

120. Exp.

b
Raynes [1966℄

116.2 DFT/MRCI diese Arbeit

∡OCH 117.7 CIS/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

115.8 EOM-CCSD Stanton u. a. [1995℄

117.0 P-EOM-MBPT(2) Gwaltney und Bartlett [1999℄

113.4 DFT/MRCI diese Arbeit

∡oop 24.9 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

31.9 CI(PCMO) Buenker und Peyerimho� [1970℄

38.3 CASSCF(6e-5MO)+SOCI Bataev u. a. [2000℄

31.2 EOM-CCSD Stanton u. a. [1995℄

24.6 P-EOM-MBPT(2) Gwaltney und Bartlett [1999℄

31.0 Exp. Herzberg [1966℄

26.9 Exp.

b
Jones und Coon [1969℄

20.5 Exp.

c
Job u. a. [1969℄

34.0 Exp.

b
Jensen und Bunker [1982℄

19.5 Exp.

b
Raynes [1966℄

41.1 DFT/MRCI diese Arbeit

a
MRD-CI mit 5mHa S
hwelle, Basissatz: TZVP+Ryd, optimiert wurde ledigli
h der

CO-Bindungsabstand

b
Rotationsspektroskopie

c
Rotations- und S
hwingungs-Spektroskopie
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Tabelle 6.8: Formaldehyd: Geometris
he Daten des S4-Zustandes 21A1 (π → π∗)

Koordinate Wert Methode, ggf. Basis Referenz

RCO 1.460 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

1.542 MRD-CI

a
Ha
hey u. a. [1995℄

1.459 DFT/MRCI diese Arbeit

RCH 1.073 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

1.075 DFT/MRCI diese Arbeit

∡HCH 124.4 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

137.4 DFT/MRCI diese Arbeit

∡OCH 117.8 CIS/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

113.4 DFT/MRCI diese Arbeit

∡oop 0.0 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

0.0 CI(PCMO) Buenker und Peyerimho� [1970℄

0.0 DFT/MRCI diese Arbeit

a
MRD-CI mit 5mHa S
hwelle, Basissatz: TZVP+Ryd, optimiert wurde ledigli
h der

CO-Bindungsabstand

hybridisierten Kohlensto�-Atoms na
h den Regeln des von Gillespie und Nyholm

[1957℄ entwi
kelten VSEPR-Modells

1

elektrostatis
h ungünstiger ist als in einem

sp

3
-Hybrid-Orbital, vers
hiebt si
h die Bindungssituation des C-Atoms in Ri
htung

einer sp

3
-Hybridisierung, und das Molekül wird pyramidal. Das Ausmaÿ der Pyra-

midalisierung ist annähernd proportional dem verursa
henden Ladungstransfer.

Im Falle der n → π∗
-Anregungen wurde die Vorhersage dur
h Experimente

(Clouthier und Ramsay [1983℄) gestützt: der S1- und der T1-Zustand sind pyra-

midal gebaut, was eine Symmetrie-Erniedrigung zur Untergruppe Cs zur Folge hat.

Die korrekte Nomenklatur identi�zert den S1-Zustand nunmehr als

1A′′
und den

T1-Zustand als

3A′′
. Experimentelle Strukturdaten des S4-Zustandes sind ni
ht be-

kannt, womögli
h weil es energetis
h in der Nähe des Ionisierungs-Potenzials von

10.87eV liegt und daher spektroskopis
h s
hwer zugängli
h ist (Mentall u. a. [1971℄).

Theoretis
he Verfahren bere
hnen es übereinstimmend planar (s. Tabellen).

1

�Valen
e shell ele
tron pair repulsion�
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Tabelle 6.9: Formaldehyd: Geometris
he Daten des T1-Zustandes
3A′′

(n → π∗, oben)
und des T2-Zustandes

3A′
(π → π∗, unten)

Koordinate Wert Methode, ggf. Basis Referenz

T1-Zustand

RCO 1.256 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

1.376 CI(PCMO) Buenker und Peyerimho� [1970℄

1.363 CASSCF(6e-5MO)+SOCI Bataev u. a. [2000℄

1.28 Exp.

a
Raynes [1966℄

1.307 Exp.

a
Jones und Coon [1969℄

1.269 DFT/MRCI diese Arbeit

RCH 1.093 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

1.10 Exp.

a
Raynes [1966℄

1.091 DFT/MRCI diese Arbeit

∡HCH 112.4 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

116. Exp.

a
Raynes [1966℄

114.5 DFT/MRCI diese Arbeit

∡OCH 113.8 CIS/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

114.1 DFT/MRCI diese Arbeit

∡oop 43.1 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

32.2 CI(PCMO) Buenker und Peyerimho� [1970℄

40.0 CASSCF(6e-5MO)+SOCI Bataev u. a. [2000℄

35.6 Exp.

a
Jones und Coon [1969℄

35.0 Exp. Herzberg [1966℄

38.5 Exp.

a
Raynes [1966℄

41.1 Exp. Clouthier und Ramsay [1983℄

41.0 DFT/MRCI diese Arbeit

T2-Zustand

RCO 1.408 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

1.405 CIS/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

1.423 Exp.

b
Taylor u. a. [1982℄

1.441 DFT/MRCI diese Arbeit

RCH 1.072 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

1.073 CIS/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

1.073 DFT/MRCI diese Arbeit

∡HCH 119.2 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

118.7 CIS/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

122.6 DFT/MRCI diese Arbeit

∡OCH 112.9 CIS/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

116.1 DFT/MRCI diese Arbeit

∡oop 39.4 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

40.2 CIS/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

24.1 DFT/MRCI diese Arbeit

a
Elektronen-Energie-Verlust-Spektroskopie (EELS)

b
Rotationsspektroskopie
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Zur Diskussion:

S0: Die planare Grundzustands-Geometrie wird gut reproduziert, die Abwei
hun-

gen der CO-Bindungslänge von experimentell ermittelten Literaturwerten liegen bei

0.4pm (Jones und Coon [1969℄) bzw. 0.9pm (Takagi und Oka [1963℄). Die CH-

Bindung liegt 1.2pm unter dem von Takagi und Oka [1963℄ spektroskopis
h ermittel-

ten Wert. Die Bindungswinkel zeigen die erwartete Abwei
hung von der Trigonalität.

Die Di�erenzen liegen damit in den übli
hen und tolerablen Berei
hen. Inkonsisten-

zen zwis
hen Experiment und Theorie treten ni
ht zu Tage.

S1: Sowohl die antizipierte Verlängerung der CO-Bindung als au
h die Pyramida-

lisierung können gefunden werden, do
h während die Bindungslängen eine sehr gute

Übereinstimmung mit experimentellen Daten zeigen, liegt der Auÿerplanar-Winkel

∡oop der CO-A
hse aus der HCH-Ebene mit 41.1

◦
deutli
h oberhalb des Intervalls

der Literaturwerte von 19.5

◦
bis 34.0

◦
. Ebenso ist die bere
hnete Inversionsbarriere

mit 0.086eV doppelt so ho
h wie von Jones und Coon [1969℄ gemessene von 0.043eV.

Da au
h die Spreizung des ∡HCH-Winkels etwas zu niedrig ermittelt wird, liegt die

Vermutung nahe, dass das verwendete Verfahren das Ausmaÿ des Ladungstransfers

vom Sauersto�- auf das Kohlensto�-Atom geringfügig übers
hätzt und das Molekül

daher etwas zu stark pyramidal verzerrt.

2

S4: Da die Anregungsenergie des S4-Zustandes (π → π∗
), wie bereits angemerkt,

im Berei
h der ersten Ionisierungsenergie des Formaldehyds liegt (10.87eV, Mentall

u. a. [1971℄), sind keine experimentellen Daten verfügbar. Die gute Übereinstimmung

der Bindungslängen mit den von Foresmann u. a. [1992℄ sowie Hadad u. a. [1993℄

mit CIS-Verfahren bere
hneten Werten ist eine gewisse Bestätigung. Als Einziger in

dieser Arbeit bere
hneter angeregter Zustand relaxiert S4 während der Optimierung

unter Retention der Planarität. Folgli
h bleiben au
h die Symmetrie-Eigens
haften

erhalten und der S4-Zustand ist ein

1A1-Zustand.

T1: Die Übereinstimmung mit dem Experiment ist zufrieden stellend: Die CO-

Bindungslänge wird um 3.8pm (Jones und Coon [1969℄) bzw. 1.1pm (Raynes [1966℄)

niedriger ermittelt, Ähnli
hes gilt für die CH-Bindung. Der Auÿerplanar-Winkel

(41.0

◦
) liegt am oberen Ende des Intervalls der Literaturwerte (35

◦
bis 41.1

◦
). Die

Inversionsbarriere von 0.096eV ist identis
h mit der bei Jones und Coon [1969℄ an-

gegebenen.

2

Eine Turbomole-DFT/SCF-Optimierung mit dem B3-LYP-Austaus
h-Korrelations-Funktio-

nal führte beim S0-Grundzustand zu etwas längeren Bindungen, die na
h den Regeln des VSEPR-

Modells au
h eine geringere Pyramidalisierung zur Folge hätten. Da das DFT/MRCI-Programm

parametris
h an das BH-LYP-Funktional angepasst wurde, lässt si
h der Ein�uss des B3-LYP-

Funktionals auf die Strukturen angeregter Zustände bedauerli
herweise ni
ht na
hprüfen.
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T2: Au
h hier kann die prognostizierte Bindungsverlängerung im Verglei
h zum

Grundzustand gefunden werden. Der Wert von 1.441Å liegt zwis
hen dem experi-

mentellen und denen anderer theoretis
her Arbeiten. Darüber hinaus zeigt das Mo-

lekül eine lei
hte Tendenz zur pyramidalen Konformation: der Auÿerplanar-Winkel

wurde mit 24.1

◦
und einer entspre
hend niedrigen Inversionsbarriere von 0.014eV

bere
hnet. Experimentelle oder theoretis
he Verglei
hsdaten zur Inversionsbarriere

fehlen.

6.3 Anregungs-Energien

Die Reproduktion von Anregungs-Energien kann als ein weiterer Maÿstab für die

Qualität eines quanten
hemis
hen Optimierungs-Verfahrens fungieren. Abbildung

6.1 illustriert vers
hiedene Arten der Anregung am Beispiel der Potenzial�ä
hen ei-

nes S0-Grundzustandes und eines angeregten Singulett-Zustandes S1. Unter einer

p
o

te
n

zi
el

le
 E

n
er

g
ie

 E

R

S0

S1

TvTe T0-0 T0-1 T0-2 T0-3

Abbildung 6.1: Vers
hiedene Anregungs-Arten

vertikalen Anregungsenergie Tv versteht man die Potenzial-Di�erenz der Kurven

bei �xierter Geometrie. Sie wird meist für die Glei
hgewi
htsgeometrie des Grundzu-

standes bestimmt. Bei relaxierter Geometrie erhält man die adiabatis
he Anregungs-

energie Te, de�niert als die Potenzial-Di�erenz zweier Minima. Die Anregungsenergi-

en T0−0, T0−1, T0−2, et
. entspre
hen Anregungsenergien aus dem 0. S
hwingungsni-

veau des elektronis
hen Grundzustandes in das n-te (0,1,2, et
.) S
hwingungsniveau
eines elektronis
h angeregten Zustandes. Dabei wird die Anregungsenergie T0−0 häu-

�g näherungsweise mit der adiabatis
hen Anregungsenergie glei
hgesetzt.
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Vertikale elektronis
he Spektren, wie man sie z.B. dur
h Mehrdeterminanten-

Verfahren erhalten kann, sind primär ein Maÿ für die Qualität einer quanten
he-

mis
hen Methode. Da die Geometrie dabei unverändert bleibt, ma
hen sie keinerlei

Aussagen über Optimierungs-Verfahren. Um so aussagekräftiger ist eine Analyse der

adiabatis
hen Anregungsenergien, die in Tabelle 6.10 zusammengestellt sind.

Tabelle 6.10: Formaldehyd: Adiabatis
he Anregungsenergien der elektronis
h angeregten

Zustände

1A′′
,

1A1,
3A′′

und

3A′

Zustand Charakter Wert [Å℄ Methode, ggf. Basis Referenz

S1:
1A′′ n→ π∗ 4.40 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

4.54 CIS/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

4.33 CIS,MP2/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

3.81 CI(PCMO) Peyerimho� u. a. [1971℄

3.64 MRD-CI

a
Ha
hey u. a. [1995℄

3.50 Exp. Herzberg [1966℄

3.511 Exp.

b
Brand [1956℄

3.506 Exp.

c
Taylor u. a. [1982℄

3.423 DFT/MRCI diese Arbeit

S4:
1A1 π → π∗ 8.607 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

8.65 CIS/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

8.60 CIS,MP2/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

7.95 MRD-CI

a
Ha
hey u. a. [1995℄

8.044 DFT/MRCI diese Arbeit

T1:
3A′′ n→ π∗ 3.501 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

3.63 CIS/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

3.41 CI(PCMO) Peyerimho� u. a. [1971℄

3.12 Exp. Herzberg [1966℄

3.124 Exp.

b
Brand [1956℄

3.128 Exp.

c
Taylor u. a. [1982℄

3.13 Exp.

d
Raynes [1966℄

3.093 DFT/MRCI diese Arbeit

T2:
3A′ π → π∗ 3.525 RCIS/6-31+G

∗
Foresmann u. a. [1992℄

3.64 CIS/6-311+G

∗
Hadad u. a. [1993℄

4.72 Exp.

e
Taylor u. a. [1982℄

4.328 DFT/MRCI diese Arbeit

a
MRD-CI mit 5mH S
hwelle, Basissatz: TZVP+Ryd, optimiert wurde ledigli
h der

CO-Bindungsabstand

b
optis
hes Spektrum

c
Elektronen-Energie-Verlust-Spektroskopie (EELS)

d
Rotationsspektroskopie

e
extrapoliert aus einem Elektronen-Energie-Verlust-Spektrum in Taylor u. a. [1982℄
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Die gefundenen Werte liegen meist geringfügig unterhalb der experimentellen Lite-

raturwerte. Dabei weist der T2-Zustand mit 
a. 0.4eV die gröÿte Abwei
hung auf,

während der �Fehler� der n→ π∗
-Anregungen in einer Gröÿenordnung von weniger

als einem Zehntel eV zu Bu
he s
hlägt. Zusammenfassend lässt si
h die verwendete

DFT/MRCI-Methode einmal mehr als ho
hwertig und der numeris
he Optimierer

als verlässli
h einstufen.
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Kapitel 7

Ura
il

Die Pyrimidinbase Ura
il steht vielfa
h im Interesse spektroskopis
her Untersu
hun-

gen. Sowohl Ura
il als au
h das 5-Methyl-Derivat Thymin weisen sehr breite, un-

strukturierte Banden im UV-Berei
h auf, unabhängig davon, ob man sie in der Gas-

phase oder in Lösung untersu
ht (Voet u. a. [1963℄; Clark u. a. [1965℄; Be
ker und

Kogan [1980℄; Callis [1983℄; Fujii u. a. [1986℄; Tsu
hiya u. a. [1988℄; Brady u. a. [1988℄).

Die erste Bande, die bei 
a. 4.5eV (Vakuum) beginnt, wurde einem π → π∗
Über-

gang zugeordnet (Clark u. a. [1965℄; Brady u. a. [1988℄), was dur
h ab initio-Studien

gestützt wird (Petke u. a. [1992℄; Lorentzon u. a. [1995℄). Die Autoren der Arbeiten

dokumentieren, dass erst der S2-Zustand ein hinrei
hendes Dipol-Übergangsmoment

mit dem S0-Grundzustand aufweist. Ein S0 ←S1 Übergang sollte den Bere
hnungen

zu Folge ledigli
h 
a. ein Tausendstel der Intensität aufweisen, do
h konnten Lor-

entzon u. a. [1995℄ die vertikale Anregungsenergie zum S1-Zustand mit 
a. 4.5eV

angeben, was gerade dem Beginn der beoba
hteten, breiten Bande entspri
ht, so

dass eine Beteiligung wahrs
heinli
h ist. Die au�ällige Breite der Absorptionsbanden

bleibt jedo
h rätselhaft. Eine Fragmentierung des Ura
il-Moleküls na
h Anregung

im Spektralberei
h unterhalb von 5.2eV wurde ni
ht beoba
htet. S
hlieÿt man des-

halb die Anregung in einen ungebundenen Zustand als Ursa
he für die Verbreiterung

aus, so verbleiben folgende mögli
he Ursa
hen:

1. Energiedissipation dur
h interne Konversion:

Erfährt ein Molekül bei elektronis
her Anregung eine drastis
he Änderung

seiner Geometrie, so dass die Potenzialkurven von Glei
hgewi
hts- und ange-

regtem Zustand stark gegeneinander vers
hoben sind, so erfolgt die Anregung

in der Regel mit gröÿeren Fran
k-Condon-Faktoren in höhere vibronis
he Zu-

stände. Da die S
hwingungszustandsdi
hte mit zunehmender Energie immer

gröÿer wird, kann es hier zu breiten Banden als Folge einer Überlagerung vieler

vibronis
her Übergänge ähnli
her Energien und Intensitäten kommen.

2. Vibronis
he Kopplung mit einem gebundenen Zustand:

Unter bestimmten Voraussetzungen kann es zu einer vibronis
hen Kopplung
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p
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Abbildung 7.1: Anregung in einen repulsiven Zustand Srep (hier:

1πσ∗) und mögli
her

Relaxationspfad dur
h Prädissoziation, konis
he Übers
hneidung und geometris
he Rela-

xation

mit einem energetis
h nahe liegenden �dunklen� Zustand kommen. Dazu muss

das Produkt der irreduziblen Darstellungen von elektronis
her und S
hwin-

gungs-Wellenfunktion der koppelnden Zustände (hier mit 1 und 2 indiziert)

glei
h sein:

ΓΨ
el1
⊗ ΓΨ

vib1
= ΓΨ

el2
⊗ ΓΨ

vib2
(7.1)

3. Konis
he Dur
hs
hneidung mit einem repulsiven Zustand:

Existiert auf der Potenzialhyper�ä
he des angeregten Zustands im Berei
h

der Anregung eine konis
he Dur
hs
hneidung mit einem repulsiven Zustand,

so kann au
h dies die Lebensdauer hinrei
hend verkürzen, um eine Verbrei-

terung der Bande zu verursa
hen. Die Bedingungen sind in Abbildung 7.1

vereinfa
ht illustriert. Sobolewski u. a. [2002℄ konnten zeigen, dass diese Kon-

stellation z.B. in Nukleinbasen und aromatis
hen Aminosäuren auftreten kann.

In ihnen existieren repulsive

1(π → σ∗)-Zustände, die eine s
hnelle Prädisso-
ziation von NH- oder OH-Bindungen verursa
hen können. Dur
h eine zweite

konis
he Übers
hneidung können sie in den Grundzustand we
hseln und dort

relaxieren, so dass der Bindungsbru
h ni
ht vollständig vollzogen wird..

4. Intersystem-Crossing (ISC):

Unter einem Intersystem-
rossing versteht man den strahlungslosen Übergang

zwis
hen elektronis
hen Zuständen unters
hiedli
her Multiplizität. Au
h sie

können die Lebensdauer einer elektronis
h angeregten Spezies verkürzen und

so breite Banden verursa
hen. Voraussetzungen für ein ISC sind die energeti-

s
he Nähe zweier elektronis
her Zustände und eine starke Spin-Bahn-Kopplung.
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Um einige dieser Erklärungsansätze bestätigen oder auss
hlieÿen zu können, wur-

den Geometrie-Optimierungen einiger relevanter elektronis
h angeregter Zustän-

de dur
hgeführt, deren Dipolmomente bestimmt sowie vertikale und adiabatis
he

Anregungs-Energien bere
hnet.

7.1 Te
hnis
he Details

Die Geometrie-Optimierungen wurden mit Hilfe der Routinen dur
hgeführt, die im

Rahmen dieser Arbeiten implementiert wurden.

Um eine zuverlässige Erfassung von dynamis
her und statis
her Elektronen-Kor-

relation zu gewährleisten, kam die von Grimme und Waletzke [1999a℄ entwi
kelte

kombinierte DFT/MRCI-Methode zum Einsatz. Wie bereits mehrfa
h ausgeführt,

erfordert dies die Benutzung des BHLYP-Funktionals und es bes
hränkt die Bere
h-

nungen auf Singulett und Triplett-Zustände.

Die für die Ermittlung der Vertikal-Spektren verwendeten Basissätze sind von

TZVP bzw. TZVPP-Qualität und wurden der Turbomole Basissatz-Bibliothek

entnommen. Um Rydberg-Beiträge zu erfassen, wurde die TZVPP-Basis um dif-

fuse 3s, 3p und eine d Gauÿfunktion erweitert, deren Ursprung an einem Dummy-

Zentrum lag, und die die Exponenten 0.05, 0.02, 0.008 (s- und p-Rydberg) und

0.015 (d-Rydberg) trugen. Diese Basis soll im Folgenden mit TZVPP+Ryd be-

nannt werden. Die Lage des Dummy-Zentrums de
kte si
h mit dem Masses
hwer-

punkt. Die Integration der Austaus
h-Korrelations-We
hselwirkung wurde auf einem

Cäsium-analogen Gitter vorgenommen. Da die Erweiterung um Polarisations- und

Rydberg-Funktionen, wie no
h zu sehen sein wird, bei den niedrig liegenden Zustän-

den keine signi�kanten Änderungen der DFT/MRCI-Ergebnisse bewirken, wurden

alle Geometrie-Optimierungen mit der TZVP-Basis in C1�Symmetrie dur
hgeführt.

Ein Satz Kohn-Sham-Orbitale, erzeugt dur
h SCF-Optimierung der Grundzu-

stands-Determinante, diente als Ein-Teil
hen-Basis für die aufsetzenden MRCI-Re
h-

nungen. Für die Ermittlung des MRCI-Referenzraumes der Geometrie-Optimierun-

gen wurden 8 Elektronen beliebig auf 8 Valenzorbitale verteilt und jeweils Einfa
h-

Anregungen vorgenommen. Man erhält für beide Multiplizitäten je 17 wi
htige Kon-

�gurationen für 8 Wurzeln in C1-Symmetrie. Der MRCI-Raum wiederum wurde

dur
h Einfa
h- und Doppel-Anregungen dieser Kon�gurationen gebildet, so dass die

Bere
hnungen der Singulett-Zustände mit beinahe 18.000 Kon�gurationen und 
a.

35.000 CSFs erfolgten, im Triplett-Fall waren es etwa 12.000 Kon�gurationen und

über 30.000 CSFs.

Da die vertikalen Anregungs-Energien bei Grundzustands-Geometrie mögli
hst

präzise bestimmt werden sollten, wurden hier 8 Elektronen auf 18 Orbitale verteilt

und einfa
h angeregt, so dass der Referenzraum für die Bes
hreibung von 12 a′- und
12 a′′-Wurzeln 
a. 64 Kon�gurationen bzw. etwa 79 CSFs enthielt. Au
h hier wurde

der gesamte MRCI-Raum daraus dur
h Einfa
h- und Doppel-Anregungen erzeugt,
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was zu über 49.000 berü
ksi
htigten Kon�gurationen und über 114.000 CSFs führte,

jeweils für Singulett- und Triplett-Zustände.

Die Bestimmung adiabatis
her Anregungs-Energien s
hlieÿli
h wurde in einer

TZVP-Basis ohne Rydberg-Funktionen dur
hgeführt. Der Referenzraum entstand

dur
h eine auf Einfa
h-Anregungen bes
hränkte CAS(8,8)-analoge Prozedur und

erzeugte zwis
hen 60 und 80 Kon�gurationen. Aus diesen entstand na
h analogem

Einfa
h- und Doppel-Anregungsmuster der MRCI-Raum als Grundlage für weitere

Bere
hnungen.

7.2 Der elektronis
he Grundzustand

Die mit dem hier entwi
kelten Programm optimierte Geometrie

1

ist in Abbildung

7.2 dargestellt. Die Bindungslängen des Se
hsringes stimmen sehr gut mit denen

Abbildung 7.2: Ura
il: Grundzustands-Geometrie, numeris
h optimiert auf einer

DFT/MRCI-Hyper�ä
he und von Steward und Jensen [1967℄ röntgen-spektroskopis
h be-

stimmt
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einer Röntgen-Struktur-Untersu
hung von Steward und Jensen [1967℄ überein. Die

Carbonyl-Bindungen dagegen werden mit je 120pm kürzer ermittelt als im Experi-

ment (C2�O7: 121.5pm und C4�O8: 124.5pm). Womögli
h kann man diesen E�ekt

zumindest teilweise der im Ura
il-Kristall auftretenden N�H· · ·O�Koordination zu-

s
hreiben, zumal aktuellen theoretis
hen Bere
hnungen zu Folge die Koordination

mit Wasser-Molekülen eine Bindungs-Stre
kung von 2�3pm bewirkt (Marian u. a.

[2002℄).

1

Auf die Angabe von CH-Bindungslängen wird hier und im Folgenden verzi
htet.

2

Im Kristall liegt Ura
il als Wassersto�brü
ken-gebundenes Dimer vor (beteiligt sind die Grup-

pen/Atome N3H und O8).
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KAPITEL 7. URACIL 7.2. DER ELEKTRONISCHE GRUNDZUSTAND

Um si
h ein qualitatives Bild der no
h zu untersu
henden elektronis
h angeregten

Zustände zu ma
hen, sind die Valenz-Orbitale des Ura
ils in den Abbildungen 7.3

und 7.4 dargestellt. Die Orbitale sind mit ihrem vorwiegenden Bindungs
harakter

π2: HOMO n2: HOMO−1

π1: HOMO−2 n1: HOMO−3

Abbildung 7.3: Hö
hste besetzte n- und π-Valenzorbitale des Ura
ils im Grundzustand

S0. Der s
hwarze Punkt innerhalb des Se
hsringes lokalisiert das Rydberg-Zentrum.

bezei
hnet und in ihrer energetis
hen Reihenfolge indiziert.

HOMOs: Das hö
hste besetzte Molekülorbital (HOMO) π2 ist C5�C6-bindend

und an anderen Zentren ni
ht-bindend. Das zweithö
hste besetzte Orbital, HOMO�1,

ist ein in der Ring-Ebene liegendes, ni
ht-bindendes n-Orbital mit den gröÿten Ko-

e�zienten in einem p-Atomorbital des O8�Atoms und in der C4�C5�σ-Bindung. Ein
einzelnes Elektronenpaar am Sauersto�-AtomO7 dominiert das n1-Orbital HOMO�3.
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7.3. VERTIKALE ANREGUNGSENERGIEN KAPITEL 7. URACIL

π∗
3: LUMO π∗

4: LUMO+1

Abbildung 7.4: Tiefste unbesetzte n- und π-Valenzorbitale des Ura
ils im Grundzustand

S0. Der s
hwarze Punkt innerhalb des Se
hsringes lokalisiert das Rydberg-Zentrum.

Das dritthö
hste besetzte Orbital π1 (HOMO�2) s
hlieÿli
h hat seine gröÿten Bei-

träge in pz�Orbitalen am N3�Atom und beiden Sauersto�-Atomen.

LUMOs: Beide tiefstliegenden unbesetzten Valenz-Orbitale haben π-Charakter;
sie sind lei
ht Carbonyl-C4�O8-antibindend. Das π

∗
3-Orbital (LUMO) weist darüber

hinaus vor allem C4�C5-bindende und C5�C6-antibindende Anteile auf, während das

nä
hsthöhere Orbital (π∗
4, LUMO+1) zusätzli
h dur
h eine antibindende Carbonyl-

C2�O7-We
hselwirkung gekennzei
hnet ist.

In der energetis
hen Lü
ke zwis
hen diesen beiden LUMOs �nden si
h mehrere

Rydberg-Orbitale, die hier ni
ht einzeln aufgeführt werden sollen. Es fällt auf, dass

die Orbitale π1 (HOMO�2) und π∗
4 (LUMO+1) annähernd C2v-symmetris
h sind

bezügli
h einer zur Ringebene vertikalen Spiegelebene dur
h die Atome N3 und C6.

7.3 Vertikale Anregungsenergien

Für eine eingehendere Betra
htung der spektroskopis
hen Gegebenheiten des Ura-


ils ma
ht es Sinn, die energetis
he Lage und dominante Anregungs-Charaktere der

elektronis
h angeregten Zustände zuzuordnen. Dazu wurden vertikale Spektren so-

wohl für Singulett- als au
h Triplett-Zustände bere
hnet und mit Literaturwerten

vergli
hen. Die Daten sind in den Tabellen 7.1 (Singulett) und 7.2 (Triplett) zusam-

mengestellt.

Es zeigt si
h, dass für eine korrekte Bes
hreibung elektronis
h angeregter Zu-

stände des Ura
ils oberhalb von 
a. 5.7eV eine Berü
ksi
htigung von Rydberg-
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Tabelle 7.1: Ura
il: Vertikale Anregungsenergien ∆E [eV℄ und Oszillator-Stärken f(r) der Singulett-Zustände

Zustand HF/MRCI; RPA

a

CASPT2

b

DFT/MRCI, diese Arbeit Absorptionsmaxima

DZVP+Ryd TZVP+Ryd TZVP TZVPP+Ryd

∆EMRCI ∆ERPA ∆E f(r) ∆E ∆E f(r) Charakter(e)

S0 11A′ 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
S1 11A′′ 5.48 6.04 4.54 0.00 4.61 4.61 0.00 n2 → π∗

3 4.68

c

S2 21A′ 6.28 6.29 5.00 0.19 5.48 5.44 0.26 π2 → π∗

3 5.08

d

, 4.81

e

, 4.77

d,e

, 4.73

h

S3 21A′′ 5.83 0.01 π2 → R
S4 31A′′ 7.15 7.32 6.00 0.00 (6.05) 5.95 0.00 n2 → π∗

4 ,

n1 → {π∗

3 , π
∗

4}
S5 31A′ 5.81 0.08 (6.14) 6.15 0.05 π1 → π∗

3 (6.05)

d
, 6.05

g

, 6.11

e

, 6.14

f

S6 41A′ 6.46 0.29 (6.79) 6.53 0.16 π2 → {π∗

4 , R}, 6.63

d
, 6.81

e

n2 → R
S7 41A′′ 6.37 0.00 (6.65) 6.57 0.00 n1 → π∗

3 ,

n2 → π∗

4

S8 51A′ (7.56) 6.65 0.08 n2 → R,
π2 → {R, π∗

4}
S9 51A′′ 6.71 0.01 π2 → R
S10 61A′′ 6.76 0.01 π2 → R
S11 71A′′ 6.95 0.00 (7.05) 6.85 0.00 n2 → {π∗

4 , R}
S12 61A′ 7.07 0.01 π2 → R
S13 81A′′ 7.09 0.00 π1 → R
S14 71A′ 7.17 0.05 n2 → R
S15 81A′ 7.29 0.02 n1 → R,

n2 → R
S16 91A′ 7.01 0.76 (7.66) 7.39 0.51 π1 → {π∗

4 , R} 6.97

g

n2 → R

a

Petke u. a. [1992℄

b

Lorentzon u. a. [1995℄

c

s
hwa
her senkre
hter Übergang in orthorhombis
hen Kristallen von 1-Methylura
il,

Eaton und Lewis [1970℄

d

Gasphasen-Spektrum, Clark u. a. [1965℄; (S
hulter)

e

in Trimethylphosphat, Clark u. a. [1965℄

f

in Wasser, Voet u. a. [1963℄

g

in Wasser, Callis [1983℄

h

in 2-Methyltetrahydrofuran und Ethanol/Methanol, Be
ker und Kogan [1980℄

1
0
1
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Tabelle 7.2: Ura
il: Vertikale Anregungsenergien ∆E [eV℄ und Oszillator-Stärken f(r)
der Triplett-Zustände

Zustand HF/MRCI

a
DFT/MRCI, diese Arbeit

DZVP+Ryd TZVP TZVPP+Ryd

∆E ∆E ∆E f(r) Charakter(e)

T1 11A′
4.00 3.68 3.68 π2 → π∗

3

T2 11A′′
5.30 4.40 4.39 0.00 n2 → π∗

3

T3 21A′
6.15 5.10 5.08 0.01 π1 → π∗

3 , π2 → π∗

4

T4 21A′′
6.94 5.73 0.00 π2 → R

T5 31A′
7.28 (5.85) 5.74 0.01 π2 → π∗

4 , π1 → {π∗

3 , π
∗

4}
T6 31A′′

(5.87) 5.76 0.00 n2 → π∗

4 , n1 → {π∗

3 , π
∗

4}
T7 41A′

(6.39) 6.25 0.02 π1 → {π∗

4 , R, π
∗

3}, π2 → π∗

4

T8 41A′′
(6.59) 6.50 0.00 n1 → {π∗

3 , π
∗

4}
T9 51A′

6.55 0.00 n2 → R
T10 51A′′

6.63 0.00 π2 → R
T11 61A′′

6.67 0.00 π2 → R
T12 71A′′

(6.91) 6.73 0.00 n1 → {π∗

4 , R, π
∗

3}, n2 → π∗

3

T13 61A′
6.98 0.00 π2 → R

T14 81A′′
7.01 0.00 π1 → R

T15 71A′
7.09 0.00 n2 → R

T16 81A′
7.19 0.00 n1 → R,n2 → R

T17 91A′
(7.41) 7.38 0.09 π0 → π∗

3

a
Petke u. a. [1992℄

Funktionen notwendig ist. Die untersten beiden angeregten Singulett-Zustände (S1

und S2) sowie die niedrigsten drei Triplett-Zustände (T1, T2 und T3) werden dagegen

mit dominanten Valenz-Anregungen hinrei
hend gut 
harakterisiert:

S1: 11A′′ n2 → π∗
3 HOMO�1 → LUMO

S2: 21A′ π2 → π∗
3 HOMO → LUMO

T1: 13A′ π2 → π∗
3 HOMO → LUMO

T2: 13A′′ n2 → π∗
3 HOMO�1 → LUMO

T3: 23A′ π1 → π∗
3, HOMO�2 → LUMO,

π2 → π∗
4 HOMO → LUMO+1

S3 (5.83eV) und T4 (5.73eV) bezei
hnen bereits Anregungen aus dem π2- in Rydberg-

Orbitale, die in den Tabellen 7.1 und 7.2 allgemein mit R notiert werden. Höhere

Anregungen sind meist beträ
htli
h gemis
ht.

Wie für eine Carbonyl-Verbindung zu erwarten, haben n→ π∗
-Anregungen (z.B.

S1 und T2) verna
hlässigbar kleine Oszillator-Stärken, sie werden daher in Spek-

tren für gewöhnli
h ni
ht beoba
htet. Eine Ausnahme ist ein Wert, der von Eaton
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Tabelle 7.3: Ura
il: Dipol-Momente µ [D℄ vers
hiedener Zustände in der S0- und ihren

Glei
hgewi
hts-Geometrien (DFT/MRCI, TZVP Basis)

Zustand S0 Geometrie Glei
hgewi
hts-Geometrie

S0, 11A′
4.58 4.58

S1, 11A′′
2.54 2.98

S2, 21A′
5.85 5.11

T1, 13A′
3.89 3.75

T2, 13A′′
2.67 3.02

und Lewis [1970℄ gefunden wurde; der von ihnen gefundene Übergang im 1-Methyl-

Ura
il ist 
harakterisiert dur
h ein senkre
htes Übergangsdipolmoment � er wird

hier zum Verglei
h mit heran gezogen, weil der Ein�uss der Methylgruppe auf die

Anregungs-Energie nur marginal sein dürfte. Dagegen ergeben si
h in Übereinstim-

mung mit früheren theoretis
hen Bere
hnungen (Petke u. a. [1992℄; Lorentzon u. a.

[1995℄; Broo und Holmén [1997℄) und experimentellen Befunden (s.u.) signi�kante

Absorptions-Wahrs
heinli
hkeiten für π → π∗
-Anregungen.

Alle hier bere
hneten intensiven Übergänge lassen si
h spektroskopis
h beob-

a
htbaren Banden zuordnen (siehe Voet u. a. [1963℄; Clark u. a. [1965℄; Be
ker und

Kogan [1980℄; Callis [1983℄). Dabei ist zu bea
hten, dass es dur
h Lösungsmittel-

E�ekte zu beträ
htli
hen Vers
hiebungen der Banden-Maxima kommen kann: Im

Gasphasen-Spektrum �nden Eaton und Lewis [1970℄ den ersten π → π∗
-Übergang

bei 
a. 244nm (5.08eV), Spektren in polaren Lösungsmitteln (Trimethylphosphat,

Wasser, 2-Methyl-THF und einem Ethanol/Methanol-Gemis
h) lokalisieren ihn 
a.

0.3eV tiefer. Da der S2-Zustand na
h unseren Bere
hnungen (auf TZVPP+Ryd-

Basis, siehe Tabelle 7.3) ein Dipolmoment von 5.85D aufweist, wird er in polaren

Medien elektrostatis
h stärker stabilisiert als der Grundzustand mit einem Dipol-

moment von 4.58D.

Die von Clark u. a. [1965℄ im Gasphasen-Spektrum beoba
htete S
hulter bei

205nm (6.05eV) lässt si
h dem S0 → S5-Übergang zuordnen. Der S5-Zustand hat

ein kleineres Dipolmoment (2.43D) als der Grundzustand, daher wird diese Bande

in polaren Lösungsmitteln um 
a 0.05eV blau-vers
hoben. Die nä
hsthöhere Bande

korrespondiert mit einem S0 →S6-Übergang bei 187nm (6.63eV, Clark u. a. [1965℄);

au
h sie wird bei polarer Solvatation gegenüber dem Grundzustand blau-vers
hoben,

obwohl deren Dipolmomente annähernd glei
h bere
hnet wurden (S6: 3.95D, S0:

4.58D). Der Übergang mit der gröÿten Oszillator-Stärke ist der mit 7.39eV re
ht

ho
h angesiedelte Übergang vom S0- zum S16-Zustand. Er s
heint mit der von Callis

[1983℄ dokumentierten Bande bei 177nm (6.97eV) für Ura
il in Wasser übereinzu-
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stimmen; dieselbe Zuordnung trafen au
h Lorentzon u. a. [1995℄. Die vorherrs
hen-

de elektronis
he Kon�guration im mit Rydberg-Anteilen gemis
hten S16-Zustand

entsteht dur
h eine π1 → π∗
4-Anregung. Diesen beiden Orbitalen wurde oben nä-

herungsweise C2v-Symmetrie zugeordnet (siehe au
h Abbildungen 7.3/S. 99 und

7.4/S. 100). Wie bereits Lorentzon u. a. [1995℄ argumentiert haben, wird das be-

trä
htli
he Übergangs-Moment dur
h einem Ladungstransfer vom Sti
ksto�-Atom

N3 zu den Carbonylgruppen hervorgerufen.

Die energetis
he Reihenfolge der Triplett-Zustände ist eine andere. Hier reprä-

sentiert der T1-Zustand die HOMO→LUMO�Anregung (π2 → π∗
3) und T2 die im

Singulett-Spektrum tiefer ermittelte (HOMO−1) →LUMO�Anregung (n2 → π∗
3).

Wie bereits vorweg genommen (s. S. 102, ist der nä
hsthöhere Zustand, T3, eine Mi-

s
hung aus zwei π → π∗
-Anregungen. In den darüber liegenden Zuständen wä
hst

der Ein�uss von Rydberg-Anregungen.

Der Groÿteil dieser Bere
hnungen stimmt re
ht gut mit den CASPT2-Kalkula-

tionen von Lorentzon u. a. [1995℄ überein, die allerdings die Ermittlung von Rydberg-

und Triplett-Zuständen aussparten. Wie bereits Grimme und Waletzke [1999a℄ in ei-

ner Testreihe mit DFT/MRCI-Re
hnungen feststellten, werden π → π∗
-Anregungen

dur
h das Verfahren energetis
h meist etwas übers
hätzt, au
h im Verglei
h zu expe-

rimentellen Daten. Die HF/MRCI- und RPA

2

-basierten Ergebnisse von Petke u. a.

[1992℄ liegen o�ensi
htli
h zu ho
h.

7.4 Angeregte Zustände

Drei Geometrien der Zustände S1, S2, T1 und T2 sind in Abbildung 7.5 wieder-

gegeben. Optimierungen mit pyramidalen Startgeometrien wurden zwar angesetzt,
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Abbildung 7.5: Ura
il: Geometrien ausgewählter angeregter Zustände (C,N,O-Gerüst)

konnten allerdings aus Zeitgründen ni
ht beendet werden. Deutli
he Tendenz der

2

Random phase approximation
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ersten Optimierungs-S
hritte war jedo
h übereinstimmend eine Wiederherstellung

der Planarität.

Bei keiner der hier betra
hteten Anregungen kommt es zu gravierenden Ände-

rungen der Bindungs-Kette C4�N3�C2�O7, da die beteiligten Grenzorbitale n2, π2

und π∗
3 hier keine bindenden und kaum antibindende Komponenten haben (siehe

Abbildungen 7.3/S. 99 und 7.4/S. 100).

Die n2 → π∗
3-Anregung führt bei Singulett- und Triplett-gekoppelter Anregung

zu sehr ähnli
hen Geometrien. Dabei werden die Tendenzen der Änderung dur
h die

We
hselwirkungen innerhalb des π∗
3�Orbitals festgelegt: Die Carbonyl-Bindung C4�

O8, die C5�C6-Doppelbindung und die C6�N1-Bindung werden entspre
hend ihres

antibindenden Charakters in π∗
3 gestre
kt; der E�ekt ist am gröÿten in der Carbonyl-

Gruppe (10pm), gefolgt von der C�C�Doppelbindung (7pm bzw. 5pm) und der

C�N-Bindung, die nur relativ wenig beein�usst wird (3pm). Die C4�C5-Bindung

zeigt den für elektronis
h angeregte konjugierte Ketene typis
hen, zunehmenden

Doppelbindungs
harakter, in Folge dessen wird sie um 8pm bzw. 7pm kürzer. Au
h

der Doppelbindungs-Anteil der N1-C2-Bindung, die im Grundzustand s
hon Teil

eines konjugierten Systems ist, wird no
h lei
ht erhöht, so dass si
h der Kernabstand

um 3pm verringert.

Bei den π → π∗
-Anregungen müssen zusätzli
h zu den konstruktiven und de-

struktiven Ein�üssen des nunmehr besetzten π∗
3-Orbitals au
h die Ein�üsse des

na
h der Anregung nur no
h einfa
h besetzten π2-Orbitals berü
ksi
htigt werden,

und zwar gewissermaÿen mit negativem Vorzei
hen. Dies führt einerseits dazu, dass

si
h gegenläu�ge Tendenzen annähernd kompensieren, so z.B. bei der Carbonyl-

Gruppe, andererseits aber verstärken si
h glei
h geri
htete Ein�üsse, so dass bspw.

die C5�C6-Bindung um 15pm gestre
kt wird. Unters
hiede zwis
hen der S2- und

T1-Geometrie �ndet man vor allem in der Kette O8�C4�C5; hier sind die Bindungs-

längen im Singulett-Zustand vergli
hen mit dem Triplett-Zustand einander lei
ht

angegli
hen. Dies kann darauf zurü
kgeführt werden, dass der Singulett-Zustand

mit zwitterionis
hen Kon�gurationen mis
hen kann, während der Triplett-Zustand

hö
hstens Biradikal-Anteile haben kann. Diese Tendenzen ma
hen si
h au
h im Di-

polmoment des S2- und T1-Zustandes bemerkbar (S2: 5.11D; T1: 3.75D).

Die Tabelle 7.4 zeigt Anregungs-Energien einiger elektronis
her Zustände bei

optimierten Geometrien relativ zur Grundzustands-Energie. Auf der Tabellen-Dia-

gonale �nden si
h die adiabatis
hen Anregungs-Energien. Die Maxima der beob-

a
hteten breiten Absorptionsbanden entspre
hen ungefähr den vertikalen Übergän-

gen, während der Bandenursprung in etwa mit der adiabatis
hen Energie korreliert.

Es muss festgestellt werden, dass die Energien des S2-Zustandes konsistent um 
a.

0.4eV zu ho
h bere
hnet werden. Testre
hnungen haben gezeigt, dass die Energie des

Ura
il-Dimers energetis
h auf 
a. 5.1eV abgesenkt wird. Je na
h apparativen Bedin-

gungen könnte die Bande im Gasphasenspektrum also eventuell vom Ura
il-Dimer

herrühren.
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Tabelle 7.4: Ura
il: Relative Energien ∆E [eV℄ bei vers
hiedenen, auf DFT/MRCI-Niveau

optimierten Geometrien. Die Nomenklatur S0, S1, S2, T1, T2, and T4 folgt der energe-

tis
hen Reihenfolge der Zustände bei der Glei
hgewi
hts-Geometrie des Grundzustandes

S0.

Geometrien

S0 S1 S2 T1 T2 T4a

Zustand n→ π∗ π → π∗ π → π∗ n→ π∗ π → σ∗

S0, 11A′
0.00 0.59 0.63 0.47 0.52 5.84

S1, 11A′′
4.61 3.96 4.30 4.41 3.96 4.11

S2, 21A′
5.48 5.21 4.99 5.10 5.23 5.88

T1, 13A′
3.68 3.51 3.29 3.20 3.52 6.09

T2, 13A′′
4.40 3.84 4.22 4.32 3.83 4.97

T3, 23A′
5.10 4.72 4.99 5.04 4.73 6.52

a
mit Turbomole UDFT-optimiert

7.5 Diskussion

Kehren wir zurü
k zu der anfängli
h gestellten Frage na
h mögli
hen Ursa
hen für

die breite Bande im Ultraviolett-Spektrum des Ura
ils. Einige der hier ermittelten

Daten sollten bei einer Aufklärung von Nutzen sein:

zu Ansatz 1: Voraussetzung für die Verbreiterung einer Bande dur
h Anregung

in vibronis
h ho
h liegende Zustände ist eine drastis
he Änderung der Molekül-

Geometrie. Die Änderung der Geometrie bei dem im unteren Spektralberei
h inter-

essanten S0→S2-Übergang ist für ein sol
hes Szenario allerdings vermutli
h ni
ht

ausrei
hend.

zu Ansatz 2: Die Auswahlregeln für eine vibronis
he Kopplung wurden vermittels

der Glei
hung 7.1 formuliert. Der im unteren Spektralberei
h relevante elektronis
he

Zustand S2 hat die irreduzible Darstellung A
′
. Der darunter liegende, für eine vibro-

nis
he Kopplung in Frage kommende, �dunkle� Zustand, S1, ist ein A
′′
-Zustand, so

dass au
h die irreduziblen Darstellungen ihrer S
hwingungs-Wellenfunktionen Ψ
vib

entgegengesetzt sein müssen, um eine Kopplung zu ermögli
hen.

Einen Hinweis auf den Charakter der gesu
hten vibronis
hen Wellenfunktion des

S2-Zustandes liefert das Spektrum bei Be
ker und Kogan [1980℄. Darin ers
heint

die betre�ende Bande als eine S
hwingungs-Progression mit einem Abstand von


a. 790
m

−1
. Die harmonis
he S
hwingungs-Analyse des S0-Zustandes auf DFT-
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Niveau liefert zwei dafür in Frage kommende Moden: Mode 11 mit 798
m

−1
ist eine

Auÿer-Planar-S
hwingung des Kohlensto�-Atoms C2 im Dreibein N,N�C�O (→ A′′
),

und Mode 12 mit 802
m

−1
repräsentiert eine Ring-Atmungs-S
hwingung (→ A′

).

Während die Frequenz der ersten Mode sehr gut mit der bei 806
m

−1
gemessenen

IR-Bande übereinstimmt (Sz
zesniak u. a. [1983℄), konnte Mode 12 wohl auf Grund

ihrer geringen Intensität von 4km/mol im IR-Spektrum bisher ni
ht experimentell

bestätigt werden. Da die numeris
he Optimierung des S2-Zustandes eine planare

Geometrie ergab, ist die Anregung einer Auÿer-Planar-S
hwingung wie in Mode

11 eher unwahrs
heinli
h. Die Geometrieänderung von S0 zu S2 entspri
ht ziemli
h

genau der S
hwingungskoordinate von Mode 12. Die Anregung dieser Mode ist daher

sehr wahrs
heinli
h. Ordnet man also dem A′
-Zustand S2 eine A

′
-S
hwingung (Mode

12) zu, so muss für eine erfolgrei
he vibronis
he Kopplung der S1-Zustand mit einer

A′′
-Mode s
hwingen. Da die Moden 11 und 12 energetis
h sehr nah beieinander

liegen, handelt es si
h dabei vermutli
h um Mode 11, und die Voraussetzungen für

eine vibronis
he Kopplung wären erfüllt.

zu Ansatz 3: Auf den ersten Bli
k ist keiner der bere
hneten Zustände S1-S16

als repulsiv zu erkennen. Anregungen erfolgen entweder in antibindende π∗
- oder

Rydberg-Orbitale, ni
ht aber in antibindende σ∗
-Orbitale. Um so überras
hender

ist es, dass der T4-Zustand, der einer Anregung aus dem hö
hsten besetzten Orbital

(π2) in das niedrigste virtuelle a′-Orbital entspri
ht, bei einer Optimierung mittels

Turbomole-UDFT-Module zu einer Dissoziation der N1�H-Bindung führt. Wäh-

rend der Optimierung gewinnt das a′-Orbital, das bei S0-Glei
hgewi
hts-Geometrie

no
h di�use Rydberg-Eigens
haften hat, immer mehr Valenz-Charakter und wird

s
hlieÿli
h zu dem gesu
hten antibindenden σ∗
-Orbital. Der S3-Zustand wird eben-

falls dur
h eine Anregung aus dem π2� in das tiefstliegende a′-Orbital dominiert,

so dass si
h au
h dieser bei zunehmender N1�H-Abstraktion als π → σ∗
�Zustand

notieren lässt, der als Singulett-Zustand den in Abbildung 7.1 blau dargestellten

Pfad einer NH-Prädissoziation, konis
hen Übers
hneidung mit dem Grundzustand

und ans
hlieÿender Relaxation auf der S0-Hyper�ä
he ermögli
hen dürfte. Die ko-

nis
he Übers
hneidung konnte bisher ni
ht lokalisiert werden, so dass hier keine

de�nitive Aussage mögli
h ist. Do
h spri
ht die Tatsa
he, dass der S3-Zustand bei

T4-Geometrie mit 4.11eV energetis
h unterhalb des ursprüngli
hen Grundzustandes

(5.84eV) ers
heint, deutli
h dafür. Der S3-Zustand liegt im Vertikal-Spektrum bei

bere
hneten 5.83eV, also gilt dieser Erklärungsversu
h auss
hlieÿli
h für den höheren

Spektralberei
h.

zu Ansatz 4: Na
h dem Prinzip der Energie-Nähe (energy gap rule) sind die

Voraussetzungen für eine Kopplung immer dann besonders günstig, wenn die kop-

pelnden elektronis
hen Zustände ähnli
he Energien haben. Da die Energien des T3-

und des S2-Zustandes bei S2-Geometrie als identis
h bere
hnet wurden, ist die Exi-

stenz signi�kanter Spin-Bahn-Kopplung hier sehr wahrs
heinli
h. Wie Marian u. a.
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[2002℄ allerdings unlängst feststellen konnten, ist das Spin-Bahn-Kopplungs-Matrix-

Element dieser Zustände nahezu Null, was ein ISC auss
hlieÿt. T2 liegt energetis
h

nur 
a. 0.4eV unterhalb des S2-Zustandes und hat ein ni
ht-vers
hwindendes Spin-

Bahn-Kopplungs-Matrix-Element, do
h spre
hen die konkreten Werte für eine ISC-

Rate von ungefähr 10

6
/se
. Für eine beoba
htbare Banden-Verbreiterung wären 
a.

10

9
/se
 nötig, wie etwa bei konis
hen Übers
hneidungen.

Abs
hlieÿend lässt si
h feststellen, dass von den hier untersu
hten Ansätzen die

vibronis
he Kopplung (Ansatz 2) im niedrigen Spektralberei
h und die konis
he

Dur
hs
hneidung mit einem repulsiven Zustand im höheren Spektralberei
h als ur-

sä
hli
h für die beoba
htete Bandenverbreiterung gelten können.
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Kapitel 8

Zusammenfassung & Ausbli
k

In der vorliegenden Arbeit wurde über die Implementation eines Optimierungsmo-

duls für DFT/MRCI-Energiehyper�ä
hen beri
htet. Das Programm ist zum jetzigen

Zeitpunkt in der Lage, die DFT/MRCI-Energien von kartesis
h verzerrten Kerngeo-

metrien anzufordern und na
hfolgend zu nutzen, um Information über molekulare

Gradienten zu akkumulieren und so die Relaxation eines Systems bzw. das Finden

von stationären Punkten zu ermögli
hen. Um auf anderen Energie�ä
hen zu optimie-

ren, muss ledigli
h die Einleseroutine angepasst werden, was dem Programm univer-

sell einsetzbar ma
ht. Der Optimierer startet zur Relaxation von Verbindungen mit

einem Steepest-Des
ent-Verfahren, das na
h Kontrolle auf bestimmte Konvergenz-

kriterien von einem Conjugate-Gradient-Algorithmus abgelöst wird, da Letzterer

übli
herweise in der Nähe von stationären Punkten verlässli
her arbeitet.

Typis
he Optimierungen von Formaldehyd konvergieren innerhalb von Minuten

bis Stunden auf einem handelsübli
hen PC (1GHz Taktung, 1GB RAM), der kompli-

ziertere Anwendungsfall Ura
il benötigte typis
herweise mehrere Tage, startet man

von stärker verzerrten Geometrien. Der Spei
herbedarf wird von dem Programm

bestimmt, das die elektronis
he Energie bere
hnet, da beim Optimierer kaum nen-

nenswert Daten im Hauptspei
her der Mas
hine gehalten werden muss.

Eine Parallelisierung ist für die nahe Zukunft vorgesehen und sollte hier ent-

s
heidende Vorteile mit si
h bringen, da die numeris
he Gradientenbestimmung auf

voneinander unabhängigen Einzelpunktbere
hnungen fuÿt.

In der Validierungsphase wurde der Treiber erfolgrei
h mit den Turbomole-

Modulen vergli
hen. Hier diente das Formaldehyd-Molekül, da über diese Verbin-

dung ein umfangrei
her Verglei
hsdatensatz sowohl auf Seiten der Experimente als

au
h bei den theoretis
h Fors
henden existiert, insbesondere au
h für elektronis
h

angeregte Spezies. Beim Test-/Anwendungsfall Ura
il konnten zwei mögli
he Ursa-


hen für die in Experimenten beoba
htete, ungewöhnli
hen Bandenbreiten im elek-

tronis
hen Spektrum gefunden werden. Zwei andere Hypothesen wurden als unwahr-

s
heinli
h eingestuft.
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Anhang A

Notationen

Die vorliegende Arbeit verwendet folgende Notationen:

n Anzahl der Elektronen

N Anzahl der Kerne

Z Kernladung

r Ortskoordinatenvektor eines Elektrons, lateinis
h indiziert

(i, j, k, . . . )
ω Spinkoordinate eines Elektrons, lateinis
h indiziert (i, j, k, . . . )
x Orts- und Spinkoordinaten eines Elektrons, lateinis
h indiziert

(i, j, k, . . . )
R Ortskoordinatenvektor eines Kerns, grie
his
h indiziert

(α, β, . . . )

φ Atom-Raum-Orbitale, grie
his
h indiziert (µ, ν, λ, . . . )
ψ Molekül-Raum-Orbitale, lateinis
h indiziert (i, j, k, . . . )
χ Molekül-Spin-Orbitale

Ψ Mehr-Elektronen Wellenfunktion

a, b, c, . . . Indizes für besetzte Orbitale

r, s, t, . . . Indizes für unbesetzte (virtuelle) Orbitale

Ĥ, Ĵ , K̂, . . . Mehr-Teil
hen-Operatoren

ĥ, ĵ, k̂, . . . Ein-Teil
hen-Operatoren

E Energie

V Potenzielle Energie

T Kinetis
he Energie

ǫ Orbitalenergie
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